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Rozwiazanie zadania M7

Niech Xj (j = 1,2,3,4,5) oznacza liczbe

egzaminów, które student mial zdac naj-tym
roku studiów. Ma wiec byc

(1) O < Xl < X2 < x! < x. < Xs.

(2) x,+x,+xJ+x.+x, = 31,

(3) 3x, = x"
(4) liczby Xj sa calkowite.
Najpierw ustalimy. czemu równa sieXl'

Jezeli Xl = J, to Xs = 3 i nie mozna znalezc

liczb spelniajacych warunki (I)i (4). Jezeli

Xl = 2, to Xs = 6; wówczas na mocy
warunku (I) znajdujemy x, = 3, XJ = 4.

x. = S i liczby te nie spelniaja warunku (2).
JezeliXl ~ 4, to Xs ~ J2, a ponadto
X2 ~ S, xJ ~ 6. X4 ~ 7. Wówczas

x,+x,+xJ+x,+x,;, 4+5+6+7+12 = 34,

co przeczy warunkowi (2l,

Jezeli X, = 3, to X, = 9. Miedzy 3 a 9

znajduje sie piec liczb calkowitych: 4, 5, 6.7, 8.

Sposród nich trzeba tak wybrac wartosciX2,

x3. x•• by ich suma byla równa

31-3-9 = 19. Jezeli X.'" 7.
to Xl ~ 6 i X2 ~ 5 oraz X2+X3+X4 ~ 18.

Musi wiec byc X4 = 8 (liczb X2 j X3

nie mozna okreslic jednoznacznie:
.a to 4 i 7 lub 5 i 6).

Ten uporzadkowany ciag symboli
dowodzi niezbicie naszej hipotezy
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Z pierwszej czesci tego artykulu, zamieszczonej w numerze 2, mógl Czytelnik sie
dowiedziec, co to takiego jest porzadek i jaki porzadek nazywamy dobrym.
Sama jednak definicja nie pozwala w pelni zorientowac sie, czym sa zbiory dobrze
uporzadkowane. Oto kilka wlasnosci i zastosowan tego pojecia:

l. Liczby porzadkowe. Postarajmy sie najpierw uzmyslowic sobie strukture zbioru
dobrze uporzadkowanegoA. Jesli jest on niepusty, to ma element pierwszy,
nazwijmy goXo. Jesli wA sa jeszcze inne jakies elementy, to tworza one
podzbiór A, który ma element najwczesniejszy, oczywiscie rózny odXo ; nazwiemy
go Xl' JesliXo i Xl jeszcze nie wyczerpuja zbioruA, to jest wA element
najwczesniejszy rózny odXo i Xl ; nazwiemy goX2 itd. Postepowanie to konczy
sie po skonczonej liczbien kroków, o ile zbiór A jest skonczony i man
elementów. ZbiórA sklada sie wtedy z elementówXo, Xl' H" Xn-1

uporzadkowanych tak, zeXo ~ R Xl ~ R H' ~ R Xn-l•

Jesli zbiór A nie jest skonczony, to ma on elementyXo, x l, ,.., Xn, ••• dla kazdego
naturalnego n, uporzadkowane tak jak liczby calkowite nieujemne, tj. tak, ze
Xo ~ R Xl ~ Il X2 ~ R p' ~ R Xn ~ R -H. Elementy te moga wyczerpywac caly

zbiór A; mówimy wtedy, ze ma on typw; sa jednak i takie zbiory, w których
istnieja dalsze elementy w ilosci skonczonej lub nie. Za wszystkimi elementami
x nastepuje wtedy nowy elementX"" za nim dalszy, oznaczany przezX"'+ l' itd.
(Por. przyklady (v) i (iii) z pierwszej czesci artykulu).

Do przeliczania zbiorów skonczonych sluza nam liczby calkowite nieujemne
O, 1,2, H •• Jak widzimy, do przeliczania zbiorów dobrze uporzadkowanych
sluza "liczby" ogólniejsze: widzielismy, ze prócz liczb calkQwitych nieujemnych
potrzebne nam byly "liczby"w, w+ l i dalsze, aby móc ponumerowac nimi
elementy zbioru dobrze uporzadkowanego nieskonczonego. Zbiory dobrze
uporzadkowane prowadza zatem do uogólnienia pojecia liczby naturalnej
(calkowitej nieujemnej). Nowe "liczby", do ,których dochodzimy przez
rozwazanie zbiorów dobrze uporzadkowanych, nosza nazwe liczb porzadkowych.
Sa to ciekawe abstrakcyjne twory, badane w teorii mnogosci.

2. Indukcja pozaskoiiczona. Czytelnik zna z pewnoscia z kursu szkolnego
twierdzenie o indukcji matematycznej: niech T bedzie zbiorem liczb calkowitych
nieujemnych, takim, ze (I)O jest elementemT; i ponadto spelniajacym dla
dowolnego x warunek (II) jesli X nalezy doT, to X + l nalezy do T. WówczasT
zawiera wszystkie liczby calkowite nieujemne. Twierdzenie to stanowi podstawe
do tzw. dowodów indukcyjnych: aby dowiesc, ze kazda liczba calkowita nieujemna
ma jakas wlasnoscW, wystarcza pokazac, ze (I')O ma wlasnoscW; (II') dla
dowolnego X - jesli X ma wlasnoscW, to równiez X + l ma wlasnoscW.
istotnie, jesli zalozenia (I') i (II') sa spelnione, to zbiórT tych liczb calkowitych
nieujemnych, które maja wlasnoscW,spelnia zalozenie (I) i (II) twierdzenia
o indukcji, a wiec zawiera wszystkie liczby calkowite nieujemne.

Twierdzenie o indukcji matematycznej daje sie uogólnic na dowolne zbiory
dobrze uporzadkowane. NiechA bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym przez
relacje ~R i niech T bedzie podzbioremA o nastepujacej wlasnosci: dla
dowolnego X nalezacego doA, jesli kazdy elementy rózny od X i poprzedzajacyx
nalezy doT, to X nalezy do T; wówczasT = A. Dowód jest bardzo prosty:
niech X bedz~ezbiorem tych elementówA, które nie naleza doT; poniewazA
jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, wiecX, o ile nie jest puste, ma pierwszy
elementx. Wówczas zaden element rózny odX i poprzedzajacyx nie nalezy doX,
to znaczy, ze kazdy taki element nalezy doT. Z zalozeniaX musi wiec byc
elementemT, a to jest sprzeczne z okresleniemx. Zatem X jest puste, tzn.
T= A.

Udowodnione powyzej twierdzenie nosi nazwe twierdzenia o indukcji
pozaskonczonej. Stanowi ono podstawe metody nazywanej indukcja
pozaskonczona, podobnej do zwyklej zasady indukcji i pozwalajacej ustalac
wlasnosci elementów zbioru dobrze uporzadkowanego. Metoda ta jest
nastepujaca:

Aby dowiesc, ze wszystkie elementy zbioru dobrze uporzadkowanegoA maja
jakas wlasnoscW, wystarczy sprawdzic, iz dla kazdego elementuX zbioru A -



... jako aksjomat przyjmiemy, ze
wszystko da sie dobrze uporzadkowac.

z zalozenia, ze wszystkie elementy poprzedzajacex i rózne odx maja
wla'snoscW - wynika, iz x tez ma wlasnoscW. Ta metoda dowodu jest czesto
stosowana w teorii mnogosci.

3. Wlasnosci mocy zbiorów dobrze uporzadkowanych. O zbiorzeX mówimy,
ze jego moc jest nie wieksza od mocy zbioruY,jesli istnieje funkcja wzajemnie
jednoznaczna o dziedzinieX i o zbiorze wartosci zawartym w Y. Jesli zbiorem
wartosci tej funkcji jest caly zbiórY, to mówimy, ze zbioryX i Y maja moce
równe.
W teorii mnogosci dowodzi sie szeregu ciekawych twierdzen o mocach zbiorów
dobrze uporzadkowanych. Nie bedziemy ich tutaj dowodzili, ale wymienimy
kilka najwazniejszych. We wszystkich podanych nizej twierdzeniachA i B
oznaczaja zbiory dobrze uporzadkowane, przyczem mocB jest niewieksza niz
moc A, a zbiór A jest nieskonczony.

Twierdzenie o mocy kwadratu: Zbiór wszystkich par uporzadkowanych
(a', aU), gdziea', aU przebiegaja elementy zbioruA, ma moc równa mocyA.

Twier.dzenie o mocy sumy: Suma zbiorówA i B ma moc równa mocyA.
Twierdzenie o mocy iloczynu: Jesli zbiórB jest niepusty, to zbiór wszystkich par
uporzadkowanych (a, b), gdzie a przebiega zbiórA, zasb zbiór B, ma moc
równa mocyA .

4. Problem dobrego uporzadkowania. Uwagi o podstawach teorii mnogosci.
Podane wyzej twierdzenia pokazuja, ze o zbiorach dobrze uporzadkowanych
i zwlaszcza o ich mocach umiemy udowodnic wiele interesujacych faktów.
Nasuwa sie pytanie, czy fakty te pozostaja prawdziwe dla dowolnych zbioró~.
Odpowiedz twierdzaca na to pytanie wynika z nastepujacego zasadniczego
wyniku:

Twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu: dla kazdego zbioruX istnieje relacjaR
dobrze porzadkujaca zbiórX.

Twierdzenie to wymaga do dowodu tzw. pewnika wyboru, który sformulowany
byl explicite w poczatku obecnego stulecia wlasnie przy okazji dowodu
twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu i który dal okazje do przeprowadzenia
doglebnej dyskusji nad podstawami teorii mnogosci. Z dyskusji tej wynikalo
jasno, ze nie wszyscy matematycy sa zgodni co do zalozen, jakie przyjmuje sie
dla zbiorów, w szczególnosci niektórzy uwazali, ze nie ma zadnych powodów,
które sklaniac nas powinny do przyjmowania pewnika wyboru za zdanie
prawdziwe. Poniewaz pewnik wyboru latwo wynika z twierdzenia o dobrym
uporzadkowaniu, wiec matematycy kwestionujacy prawdziwosc pewnika wyboru
kwestionuja tym samym prawdziwosc twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu.

Wiekszosc matematyków przyjmuje wprawdzie pewnik wyboru i twierdzenie
o dobrym uporzadkowaniu za prawdziwe, jednak przyjecie tych zalozen nie
usuwa wszystkich trudnosci, jakie wystapily w teorii mnogosci.

Teoria zbiorów dobrze uporzadkowanych pozwolila wiec uzyskac wielkie postepy
w teorii mnogosci, które uczynily z niej sprawne narzedzie do badania innych
dzialów matematyki, a takze doprowadzila, wespól z innymi dzialami teorii
mnogosci, o których tutaj nie mielismy okazji wspominac, do powstania nie
rozwiazanych jeszcze, a pasjonujacych problemów, dotyczacych podstaw teorii
mnogosci i ogólnej filozofii matematyki.

Rozwiazanie zadania M9

Odpowiedz jest twierdzaca.
Idea dowodu jest nastepujaca. Wierzcholki At B, C czworokata umieszczamy jeden blisko drugiego. zas czwarty
wierzcholek D oraz punkt wewnetrzny P - tez blisko jeden 4rugiego, lecz daleko odAt B, C. Niech J bedzie
odlegloscia miedzy "miejscem", gdzie znajduia sie punkty A, B, e, od "miejsca". gdzie znajduja sie D i P. Wówczas
AB ~ O, AC ~ O, CD ~ l, DB '" I. PA ~ I. PB ~ l, PC ~ l, PD ~ O, AB+BD+DC+CA ~ 21,
PA+PB+PC+PD~ 3/.
Oczywiscie nie jest to scisly dowód. Jezeli redagujemy na przyklad rozwiazanie zadania olimpijskiego. to powinno ono
wygladac w nastepujacy sposób:
Na prostejk obieramy punktyA, M, O i D lezace w podanej kolejnosci i tak, zeAM = OD = l, MO = 10. Przez
punkt M prowadzimy prostap prostopadla dok i na p, po róznych stronach proste.ik, obieramy takie punktyB i C,

zeMB = MC = I (Czytelnik zechce wykonac rysunek). WówczasAB = AC = Y2,BD = CD = Vi + 121 = V122.

OA = II, OB = OC = vlOT, OD = L Wykazcmy, zeOA +OB+OC+OD > AB+BD+DC+CA., tzn.

12+2 JITli1 > 2 V2 + 2 VI22, co jest równowazne nierówno'ci 6- )/2> ym - JITli1. PoniewazV2 < 2, wiec

6- v'2 > 4. Mamy ponadtoY122 _ }'IOT = 122-101 = 21 _ < __ 2_1__ = 21
VI22 + viO! 11m + ylOT 2 y'TOO w-

./- 21 ./- I--Wykazalismy wiec. ze 6- f 2 > 4> W- > f 122 - J 101
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