
Program maszyny sklada sie z 6 instrukcji:

aosoIa2, aoOI al, qoIOa2, qlOPql, qlIPat. Q20PqO·

Przypuscmy np., ze wejsciem maszyny jest ciag 1010. Stany maszyny i symbole na
tasmie sa wówczas nastepujace ("tlusta" czcionka oznacza pole wyróznione):

(1) 1010qo, (2) 1011ql, (3) IOllql, (4) IOlla!, (5) lOlla!, (6)so IOllql'

Jesli natomiast wejsciem jest ciag 1111, to dzialanie maszyny przebiega nastepujaco:
(1) 1111qo, (2) 11lOq2, (3) lIlOqo, (4) 1100a2, (5) 1l00ao,

(6) 1000q2, (7) 1000qo, (8) OOOOq2, (9) So OOOOqo, (10) lOOOOq2'

Podany tu przyklad jest niezwykle prosty i nie daje pelnego swiadectwa tego, co
maszyna Turinga moze naprawde zdzialac. Czytelnik, który chcialby sie nauczyc,
jak z prostych czynnosci wykonywanych przez maszyny Turinga mozna skladac
dzialania coraz bardziej zlozone, musialby zwrócic sie do latwo zreszta dostepnych
opracowan powazniejszych (zob. np. B. A. Trahtenbrot,Algor((my i wyczislitelnyje
awtomaty, Moskwa 1974). Jakkolwiek jednak zlozone bedzie dzialanie wykonywane
przez maszyne Turinga, bedzie ono mialo zawsze charakter algorytmiczny:
wykonanie go nie bedzie wymagalo inteligencji, lecz tylko uwagi i sc:slego
przestrzegania instrukcji.
W dotychczasowej czesci artykulu star.alismy sie byc bardzo dokladni. W dalszej
czesci, w której nie mozemy juz prowadzic wykladu tak scisle, postaramy sie
opowiedziec, jak mozna skonstruowac zadanie rachunkowe, dla którego nie
istnieje rozwiazanie przy pomocy maszyny Turinga.

ównania rózniczkowe

Dr Henryk KOLAKOWSKI

Kazdy z czytelników spotkal sie niejednokrotnie z równaniami algebraicznymi postaci:

Równaniem typu (1) jest na przyklad równanie liniowe

Krzywa y = y(x), X E l nazywamy krzywa calkowa równania (2).

-Ax-C
y=--B

dY02 = f(x, y(x».
dx

to (x, y(x» E Q,
to f(x, y(x» = O.

dy
"(fX = f(x, y),

jesli x E l,
jesli x E l,

jesli x E l, to

(2)

y = y(x)

okreslona na pewnym zbiorzel c (a, b), spelniajaca warunki:

gdzief jest funkcja okreslona na prostokacieQ.
Rozwiazaniem równania (2) nazywamy kazda funKcjey = y(x) rózniczkowalr:a w przedzialel,
której wykres lezy w zbiorzeQ i która spelnia warunek (2), to znaczy:

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyklad:

x2+y2-1=0, xE(-l,l), yE~(-l,I).
Sposród rozwiazan okreslonych na1= (-1, 1) ciagle sa dwa:

y = Vl-x' oraz y = -VI _x2•

Po tym krótkim wstepie przejdziemy do omówienia naj prostszych równan rózniczkowych.
Definicja: Równaniem rózniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszegonazwiemy równanie:

Ax+By+C = O,

gdzie A, B, C sa liczbami rzeczywistymi iB # O. Wówczas jedynym rozwiazaniem jest funkcja

(I) f(x, y) = O,

gdziefjest funkcja rzeczywista okreslona na prostokacieQ = {(x, y): a < x < b, c < y < d},
tin. funkcja, która kazdej parze liczb(x, y) E Q przyporzadkowuje liczbe rzeczywistaf(x,y).

Rozwiazaniem równania (1) nazywa sie w szkole kazda pare liczb(p, q) E Q spelniajaca warunek:

f(p, q) = O.

Mozna na to spojrzec inaczej: rozwiazaniem równania (1) bedziemy nazywali funkcje
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przechodzaca przez punkt(O, l).

f(x)

g(y(x» .

(y> O)

dy
dx = x,

G(y)-G(yo)-F(x)+F(xo) = O,

(6) G(y(x» = F(x)-F(xo)+G(yo).

Poniewaz _d~;)= g(y) 1'=O, wiec istnieje funkcja G-l odwrotna wzgledem funkcji G. Zatem

(7) y(x) = G-l (F(x) - F(xo)+ G(yo».

Widac stad, zey = y(x) jest funkcja rózniczkowalna. Rózniczkujac funkcje

h(x) = G(y(x»-G(yo)-F(x)+F(xo)

. k . , , . (6) - . ( ( » dy(x) f() O I' dy(x)lorzystaJac z rownoscl otrzymujemyg y x ---crx- - x = , czy l ---crx- =
Z równosci (7) wynika na koniec, zey(xo) = Yo.
P r z y kla d l: Znajdzmy krzywa calkowa równania

dy x
dx =-y

(5)

(4)

(3)

l
wówczas y = '2 x2+c.

Jak widac, przez leazdy punkt plaszczyzny przechodzi krzywa calkowa równania (3).
Nasuwaja sie tu nastepujace pytania:
l) Jakie warunki powinna spelniac funkcjaf(x,y), aby przez kazdy punkt prostokataQ
przechodzila krzywa calkowa równania (2)?

2) Jakie warunki powinna spelniac funkcjaf(x,y), aby przez zadany punkt(xo, Yo) E Q
przechodzila dokladnie jedna krzywa calkowa równania (2)?
Wlasnie podanie odpowiedzi na wyzej wymienione pytania to jedno z zadan teorii równan
rózniczkowych zwyczajnych.
Udowodnimy teraz

Twierdzenie: Niech f: (a, b)-+ R i g: (c, d) -+ R beda funkcjami ciaglymi, przy czym g(y)1'=O
dla kazdego yE (c, d). Niech Fi G oznaczaja ustalone funkcje pierwotne dla funkcji fig i niech
Xo E (a, ·b), Yo E (c, d).

Wówczas kazde rozwiazanie równania rózniczkowego

dy f(x)
dx- = -g(yf

Niech, dla przykladu,

spelniajace warunek y(xo)= Yo jest rozwiazaniem równania algebraicznego

k·· l··· (O) ds(O) O ·k d '. () l zz toreJ przy za ozemu, zes = ---dl = , wym a o razu, JZ s t = T at .

Zauwazmy, ze rozwiazywanie równania rózniczkowego postaci

Ody

dx = g(x),

gdzie g jest funkcja ciagla w pewnym przedziale, sprowadza sie do obliczenia calki nieoznaczonej :

y = J g(x)dx+c.

d
czyli dx (G(y(x»-F(x» = O, a wiec G(y(x»-F(x) = c = const. Podstawiajacx = Xo

otrzymujemy stad c = G(yo) - F(xo); co oznacza, zey = y(x) jest rozwiazaniem równania (5).
Niech terazy = y(x) bedzie rozwiazaniem równania (5).
Wówczas

i na odwrót: kazde rozwiazanie równanla(5) jest rozwiazaniem równania (4).
Dowód: Niech y = y(x) bedzie rozwiazaniem równania (4) i njechy(xo) = Yo. Wówczas

dy(x)
g(y(x» dX = f(x) ,

gdzie a" ... , an, a sa funkcjami ciaglymi w pewnym przedzialel.
2° Oprócz równan zwyczajnych wazna role w zastosowaniach odgrywajarównania rózniczkowe
czastkowe,W których poszukiwana funkcja zalezy od dwóch lub wiecej zmiennych niezaleznych.
3° Potrzeba rozwijania teorii równan rózniczkowych wynika miedzy innymi z mozliwosci opisu
wielu zjawisk fizycznych za pomoca takich równan. Np. w ruchu jednostajnie przyspieszonym
droga s = set), gdzie t oznacza czas, spelnia równosc:

dZs

dtZ- = a = const,

Uwagi:
l ° W teorii równan rózniczkowych rozwaza sie równiez równania wyzszych rzedów. Przykladem
równania rózniczkowego zwyczajnego rzedu njest

Czyli nie naladowana kula umieszczona
w jednorodnym polu wytwarza na zewnatrz
dodatkowe pole, równowazne polu

wywolywanemu przez dipol o momencie

dipolowymp - 4KtoEor~ (wewnatrz kuli pole
elektrostatyczne jest równe zeru).
Gestosc powierzchniowa ladunków,} równa
sie wartoSc:i wektora indukcji pola
elektrostatycznego: ,} =IDI = eolEi. Linie sil
pola sa prostopadle do powierzchni
przewodnika, czyli w naszym przypadku sa
równolegle do promieni kuli.
Dlatego:

,}= eo (- ddV) I = 3<oEocosO.r T = To

Gestosc ladunku na powierzchni kuli jest
funkcja cosO, to znaczy wszystkie punkty
Idace na OKregu O promieniu r sin O i osi
pokrywajace, SIez osill z maja taka sama
gestosc ladunku. Ladunki dodatnie
zgromadzone zostaly na prawej pólkuli
(O < 90°), natomiast ujemne na lewej

(90' < O < 180' l. Najwieksza gestosc ladunku
jest dla punktów le!acych na osi z.

Yj(P) = - Eoz.

Calkowity potencjal rozwazanego pola
elektrostatycznego w punkcieP wynosi:

Y(P) - ( - I _. J1 -Eo) z+ Yo,4Jlto ,3

Y4(P) = - o_!!!.- ,
4x!o ,3

Idzie z jest z-owa wspólrzedna punktuP,
a eo- stala dielektryczna prózni. Potencjal
pola jednorodnego równa sie ( z dokladnoscia
do stalej):

V(P) = (41 ~- -Eo) rcosO+ Yo.1l:Eo r

Z powyt.szego wzoru wynika. ze powierzchnia

kul. o promieniu '0 jest powierzchnia
ekwipotencjalna w rozwatanym problemie.
jesli

gdz,eYo jest stala, skalujaca wartosc potencjalu .
.Ze wzgledu na walcowa symetrie problemu
wygodniejest wprowadzic katO zdeflOiowany
jako kat miedzy prostaOP i osia z, liczony od
osi. Wówczas z= r cosO i

Szukamy powierzchni ekwipotencjalnych pola
elektrostatycznego ~dacego suma pól: dipola
elektrycznego w momencie dipolowym p

skierowanym wzdluz osi Zl umieszczonego
w poczatku ukladu wspólrzednych,
i jednorodnego polaEo.
Potencjal pola dipola w dowolnym punkcieP
odleglym or od dipola wynosi (z dokladnoscia
do stalej):
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Wprowadimy uklad wspólrzednych o poczatku
w srodku kuli i z osia z skierowana równolegle
do kierunku jednorodnego polaEo (patrz
rysunek).
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Ciekawe-i nietylko

Mozemy zastosowac udowodnione twierdzenie, bioracf(x) = - x i g(y) = y. Jako funkcje

1 1 1
pierwotne wezmyF(x) = - 2" x' i G(y) = 2" y'. Zatem F(xo) = F(O) = O, G(yo) = G(l) = 2" .

Czytelnik bez trudu sprawdzi (stosujac np. udowodnione wyzej twierdzenie), ze jedynym

rozwiazaniem naszego zadania jest funkcjay = m(l-e-kt).
O dalsze przyklady zagadnien prowadzacych do równan rózniczkowych nie jest trudno. Zetknac
sie mozna z nimi w wielu dziedzinach nauki i techniki.

(k - wspólczynnik proporcjonalnosci).dy = k(m-y),dt

O trudnosciach zwiazanych z uprawianiem fizyki we wspólczesnym swiecie najlepiej moga
swiadczyc bardzo skomplikowane urzadzenia badawcze, jakimi musza sie poslugiwac dzisiejsi
uczeni. «Physics Today», nr 1, 1974, przynosi opis dwóch wielkich komór pecherzykowych-

urzadzen sluzacych do rejestracji torów czastek elementarnych wytworzonych przy pomocy
wielkich akceleratorów (komory sa wiec tylko jednym z ogniw calego lancucha narzedzi
badawczych wspólczesnego fizyka czastek elementarnych, lancucha, który zaczyna sie od
akceleratora i konczy sie dopiero na komputerze). Najwieksza komora europejska w CERN-ie
kolo Genewy ma 3,7 m srednicy, a tory czastek sa w niej odchylane przy pomocy pola

magnetycznego o natezeniu 4T(20 tys. Gausów). Najwieks~ komora amerykanska wspólpracuje
z poteznym akceleratorem rozpedzajacym protony do energii 300 GeV, znajdujacym sie w NAL
(National Accelerator Laboratory). Komora ta ma ksztalt gruszki o najwiekszym wymiarze 4,5 m.

Miesci sie w niej, zaleznie od potrzeb, 32000 litrów cieklego wodoru, mieszanki neonu z wodorem
lub deuteru. Czastki elementarne odchylane sa w. tej komorze przy pomocy elektromagnesu
dajacego natezenie pola rzedu 3T(30 tys. Gausów). Aby wytworzyc to pole, nalezy przez uzwojenie
elektromagnesu przepuscic prad o natezeniu 5 000 A. Cewka elektromagnesu ma 4,2 m srednicy
wewnetrznej i 5,1 m srednicy zewnetrznej. Energia zmagazynowana w nim wynosi 400 MJ.
Ten sam numer «Physics Today» przynosi równiez bardzo interesujacy artykul o falach
grawitacyjnych i nowych próbach potwierdzenia ich istnienia na drodze eksperymentalnej.
Okazuje sie, ze "stara" aparactura do rejestracji fal grawitacyjnych, jaka poslugiwal sie John Weber
i jego nasladowcy, miala czulosc pozwalajaca na zarejestrowanie odksztalcen bloku aluminiowego,
który pelnil w niej funkcje anteny, nie mniejszych niz "zaledwie"10-15 cm. Dodajmy, ze typowy
wymiar jadra atomowego wynosi10-13 cm. Obecnie sadzi sie, ze wlasnie ta ••niska" czulosc nie
pozwolila na bezsporne zarejestrowanie fal grawitacyjnych. W zwiazku z tym uczeni
z uniwersytetów w Luizjanie, Stanford i Rzymie buduja aparature zdolna do rejestracji zmian
dlugosci bloku - anteny rzedu 10-'0 na jednym metrze, co powinno wystarczyc do definitywnego
wyjasnienia zagadki fal grawitacyjnych.
Tematem zwiazanym z falami grawitacyjnymi jest temat "czarnych dziur", które moga byc jednym
ze zródel tych fal. Interesujacy przedruk z czesto w tej rubryce cytowanego «Physics Today»
i traktujacy o tych pelnych zagadek obiektach kosmicznych znalezc mozna w tegorocznym 3 nrze
«Problemów».

W roku biezacym mija 250-lecie zalozenia Akademii Nauk ZSRR. Wydarzeniu temu poswiecony
jest tegoroczny 1 nr miesiecznika «Priroda». Oprócz historii zalozenia samej Akademii w 1724 r.
przez Piotra Wielkiego znalezc w nim mozna takze bardzo interesujace artykuly ozyciu i pracach
najwybitniejszych czlonków tej instytucjL Z punktu widzenia matematyki i fizyki najbardziej
interesujace sa sylwetki Michala Lomonosowa, Leonarda Eulera i Igora Kurczatowa. Szczególnie
wart polecenia jest artykul o tym ostatnim uczonym i organizatorze nauki, który w latach II wojny
swiatowej poswiecil swój talent budowie radzieckiej broni atomowej, a w latach powojennych byl
jednym z pionierów prac nad kontrolowana synteza termojadrowa.

K.A.

1 1 1
Ze wzoru (5) mamy wiec:l y'- l + lX' = O, czyli x'+y'-l = O.

Jedynym rozwiazaniem tego zadania spelniajacym waruneky(O) = 1 jest funkcja

y=y1-x', gdzie xE(-l,l).

p r z y kla d 2: Cialo stale o masieni zanurzone w cieczy rozpuszcza sie z szybkoscia
proporcjonalna do ilosci nierozpuszczonej substancji. Niechy = y(t) oznacza mase substancji
rozpuszczonej w czasiet. Jaka to funkcja, jezeli wiadomo, zey(O) = 01
Otóz masa nierozpuszczonej substancji po uplywie czasut jest równa m - y(t), szybkosc

.. dy . f k' ( ) l" .rozpuszczama wynosI(j( ,a WIeC un cJay = y t spe ma rowname
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Podstawiajac w miejscex kolejne liczby
naturalne, otrzymujemy 9,IS, 2S, 39, S7, 79,
lOS, 135, 169,207,249,295, .. , widlimy wiec,

ie jeieli .x niC dzieli sie przez 3. to 2Xl + 7
dzieli sie pt7.CZ 3, co mozna latwo wykazac.
Jezeh bowIem x nie dzieh sie przez 3, to dla

pewnej. liczby calkowitej k uchodzi równosc
x = 3k • I, skad x' ., 9k' •. 6k + I i x' daje

przy dzieleniu przez 3 reszte 1,2X2 + 7 zas
reszte O. Liczbe pIerwsza Jako wartosc

wyrazem.l 2X2 l' 7 mozemy wiec olrzy;-~c tylko
wtedy, gdy x jest podzielna przez 3. Poniewaz

2' 3'+ 7 = 25 jest Iiezba zlozona, WIec jezeli

2x' + 7 jest liczba pierwsza, lox jest podzielne

przez 3 1 witrksze od 'l, a w:\'C zlozone.
~ater-atycy wy~( wicdl.ieli hipot(:7~.z. kt)re~
wynika, te dla ni~kC1nclenie wiciu w&'I"t->sd

naturalnych x licz~a 2X2 .•. 1 jest pJCrWSl'.3,

jednak hipoteza ta jl.~t nicudowodniona.
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