
Od szczególnego przypadku do uogólnienia cz. (II)
Wariacjena temat "Problem A-zamki i klucze"

Prof. dr Zofia KRYGO WSKA

Punktem wyjscia do naszych rozwazan bedzie jedno z zadan ostatniego etapu
Olimpiady Matematycznej z roku 1971. Nazwiemy je "Problemem A - zamki
i klucze". Oto jego tresc.
Nalezy zabezpieczyc przez zainstalowanie zamków urzadzenie sygnalizacyjne oraz
rozdac klucze do tych zamków jedenastu wybranym osobom tak, aby kazdy co
najmniej szescioosobowy zespól tych osób mial klucze do wszystkich zamków oraz
aby kazdemu mniej licznemu zespolowi brakowalo klucza do przynajmniej
jednego z tych zamków. Jaka najmniejsza liczbe zamków trzeba zainstalowac
oraz jak rozdac do nich klucze? Dla uproszczenia bedziemy te zespoly,
rozporzadzajace wszystkimi kluczami (a wiec zespoly co najmniej szescioosobowe),
nazywac dalej zespolami uprawnionymi, zespoly zas mniej liczne, nie majace
dostepu do wszystkich zamków - nieuprawnionymi. Kazdy zespól
szescioosobowy - to minimalny zespól uprawniony, kazdy zespól pieciosobowy -
to maksymalny zespól nieuprawniony .

Poszukajmy rozwiazania problemu A. Przypuszczamy, ze rozwiazanie to istnieje.
Niechaj S bedzie minimalnym zespolem uprawnionym. Wtedy zespólS,
dopelniajacySdo pelnej jedenastki, nie jest zespolem uprawnionym, bo
piecioosobowym, a wiec musi istniec zamek, do którego klucza nie posiada zadna
z osób tego zespolu. Natomiast kazda z osób nalezacych do zespoluSma klucz
do tego zamka, gdyby bowiem choc jedna z nich takiego klucza nie miala, to
dolaczajac ja do zespolu S, otrzymalibysmy zespól szescioosobowy, nie majacy
dostepu do tego zamka wbrew warunkom zadania. Stwierdzamy: jezeli zadanie A
ma rozwiazanie, to dla kazdego maksymalnego zespolu uprawnionego istnieje
zamek, do którego klucz otrzyma kazda z osób tego zespolu i do którego nie
otrzyma klucza zadna inna osoba. Wobec tego, jezeliz jest zamkiem przydzielonym
w ten sposób zespolowi szescioosobowemuS,zas S' jest zespolem
szescioosobowym róznym od S, to w zespoleS' musi sie znalezc osoba nie majaca
klucza do zamka z. ZespolowiS' trzeba wiec przydzielic w opisany sposób zamek
z' rózny .od zamkaz. Musimy zatem miec co najmniej tyle zamków, ile jest

zespolów szescioosobowych, a wiecC61), czyli 462. Sa to konieczne warunki

istnienia rozwiazania; czy wystarczy je zrealizowac, aby otrzymac rozwiazanie
spelniajace warunki zadania?
Numerujemy zespoly szescioosobowe (minimalne zespoly uprawnione) i tworzymy
nastepujace ciagi: a) ciagSI' S2, H" S462zespolów szescioosobowych, b) ciag
SI' S2, .H' S462 zespolów dopelniajacych odpowiednie zespoly szescioosobowe
do pelnej jedenastki (a wiec ciag maksymalnych zespolów nieuprawnionych),
c) ciag zamkówZI, Z2, ,H', Z462' Osobom zesp~luSi, i tylko tym osobom, dajemy
klucze do zamkaZi. Wtedy oczywiscie zespólSi nie bedzie rozporzadzal kluczem
do zamkaZi. Natomiast kazdy zespólSJ (j 'I- i) bedzie juz mial klucz do tego
zamka, do zespolu bowiem S] nalezy przynajmniej jedna osoba zespolu Si (kazdy
z tych zespolów liczy 6 osób, a wszystkich osób jest 11). Udowodnilismy wiec, ze
przydzielajac klucze do zamków w opisany sposób, zrealizujemy warunki zadania:
kazdy zespól szescioosobowy, a wiec tez kazdy zespól uprawniony, rozporzadzac
bedzie kluczami do wszystkich zamków; zaden z zespolów piecioosobowych,
a wiec tez zaden z zespolów nieuprawnionych, nie bedzie rozporzadzal
wszystkimi takimi kluczami. Zauwazmy przy tym, ze jest to rozwiazanie jedyne
przy minimalnej liczbie zainstalowanych zamków.

Rozwiazalismy nasze zadanie i teraz "spogladamy wstecz" na przebyta droge.
Czy liczby 11, 5, 6 byly istotne dla rozumowania? Spostrzegamy od razu, ze

\~. mozemy przeniesc rozwiazanie do ogólniejszego przypadku bez zmian, przyjmujac,
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ze pelny zespól liczy2n+1 osób, maksymalne zespoly nieuprawnione pon osób,
minimalne zespoly uprawnione pon+ 1 osób.
Zauwazmy takze, ze warunki:
a) minimalny zespól uprawniony liczy o jedna osobe wiecej niz maksymalny

zespól nieuprawniony,
oraz

b) zespól jest uprawniony wtedy i tylko wtedy, gdy uzupelniajacy go zespól jest
nieuprawniony

nie moglyby byc zrealizowane, gdyby pelny zespól liczyl parzysta liczbe osób.
A z tych zalozen korzystalismy w sposób istotny w naszym rozumowaniu.
Te warunki wydaja sie nam bardzo ciasne i bardzo ograniczajace wybór zespolów
uprawnionych. Nie mozna na przyklad przy ich zachowaniu uwzglednic róznic
w kompetencjach osób uczestniczacych w pelnym zespole.
Spróbujmy skonstruowac problemB, w którym wlasnie kompetencje odg'rywalyby
istotna role w wyborze zespolów uprawnionych. Proponujemy zespól szesciu
osób: a, b,c,d,e,f Osobya, b- to specjalisci w jednej dziedzinie;c, d-
w innej; eJ- w jeszcze innej. Uznamy, ze zespól jest uprawniony wtedy i tylko
wtedy, gdy nalezy don choc jedna osoba z kazdej z tych specjalnosci. Jak
rozwiazemy w tym przypadku "problem zamków i kluczy"?
Rozwiazanie przedstawia tabelka. Rozumujemy w sposób nastepujacy:
Zespól osóba, b, c, d jest jednym z maksymalnych zespolów nieuprawnionych,
musi wiec istniec zamek, do którego kluczy nie otriyma zadna z tych osób, ale do
którego otrzyma klucze kazda z pozostalych osób, poniewaz kazda trójka
specjalistów z róznych dziedzin jest juz zespolem uprawnionym. Kontynuujemy
to rozumowanie az do wyczerpania wszystkich maksymalnych zespolów
nieuprawnionych. Moglibysmy oczywiscie postepowac mniej "oszczednie" i zamiast
rozwazac tylko maksymalne zespoly nieuprawnione uwzglednic w tabeli kolejno
wszystkie zespoly nieuprawnione (byloby to jednak marnowaniem zamków
i kluczy).
Zauwazmy, ze rozwiazania otrzymanego w przypadku problemu A nie moglibysmy
zastosowac do problemu B. Zespól{a, c, e} jest uprawniony, ale nie ma zamka,
do którego klucze otrzymalyby wszystkie te, i tylko te, osoby. Natomiast, na
odwrót, rozwiazanie zadania B mozemy przystosowac do warunków zadania A.
W tym bowiem przypadku przyporzadkowujac kazdemu maksymalnemu zespolowi
nieuprawnionemu zamek, do którego klucza nie otrzymuje zadna z osób tego
zespolu - do którego natomiast otrzymuje klucz kazda pozostala osoba -
przyporzadkowujemy tym samym kazdemu minimalnemu zespolowi uprawnionemu
zamek, do którego klucz otrzymuje kazda osoba tego zespolu i nie otrzymuje
klucza zadna z pozostalych osób. Wynika to stad, ze w przypadku A zespól jest
uprawniony wtedy, i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie do calej jedenastki jest
zespolem nieuprawnionym. Ten warunek bardzo szczególny nie jest spelniony
w przypadku B. Rozwiazanie zadania B ma wiec charakter ogólniejszy. Nasuwa
nam to pomysl nowego wariantu "problemu zamków i kluczy", a mianowicie
wariantu C, w którym pozostawimy zupelna swobode w wyborze zespolów
uprawnionych z jednym naturalnym warunkiem, ze kazdy zespól, którego czesc
jest zespolem uprawnionym, jest tez zespolem uprawnionym. W jezyku
matematyki rodzine podzbiorów pewnego zbioru o takiej wlasnosci,
ze kazdy podzbiór tego zbioru, zawierajacy jakis zbiór nalezacy do tej
rodziny, sam tez do tej rodziny nalezy - nazywamyidealem podzbiorów pelnego
zbioru.
Zadamy wiec tylko, aby rodzina wyróznionych zespolów uprawnionych byla
idealem podzbiorów pelnego zbioru. Taki bedzie zawsze w praktyce naszego
"problemu zamków i kluczy", niezaleznie od kryteriów, którymi kierowalismy sie,
wybierajac zespoly uprawnione. Zakladamy, ze ten warunek jest spelniony oraz
ze istnieja zarówno zespoly uprawnione, jak i nieuprawnione w pelnym zespole.
Instalujemy tyle zamków, ile jest zespolów nieuprawnionych. Kazdemu zespolowi
nieuprawnionemu przyporzadkowujemy dokladnie jeden zamek i dajemy klucze do
tego zamka wszystkim osobom nie nalezacym do tego zespolu, i tylko tym
osobom. Róznym zespolom nieuprawnionym przyporzadkowujemy w ten sposób
rózne klucze. Oczywiscie wtedy zaden z zespolów nieuprawnionych nie bedzie
mial kluczy do wszystkich zamków. Jezeli zasSjest dowolnym zespolem
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Rozwiazanie zadaniaFil:
Przez kondensator plynie prad o natezeniu:

v VS

1= R = (Q,d,+Q,d,),

gdzie S jest powierzchnia okladek
kondensatora.
Prawo Ohma w ujeciu molekularnym (patrz
Fizyka dla klasy 11, 1969, s.ISO) przestawia
zwiazek pomiedzy natezeniem pola
elektrycznego w danym punkcieE a gestoscia
pradu w tym punkcie (natezenie pradu
przypadajace na jednostke powierzchn
prostopadlej do kierunku pradu).
Mianowicie:

I
E=QS'

Stad otrzymujemy zwiazek dla natezenia.pola
elektrycznego w obu warstwach
dielektryka:

uprawnionym, z dowolnym zamkiem, zasS'zespolem nieuprawnionym, któremu
przyporzadkowano zamekz, to Snie jest czesciaS', bo Sjako zespól uprawniony
nie moze sie zawierac w zadnym zespole nieuprawnionym (tu korzystamy z tego
warunku, ze rodzina zespolów uprawnionych jest idealem podzbiorów pelnego
zbioru). Do zespoluSnalezy wiec przynajmniej jedna osoba nie nalezaca doS',
a wiec majaca klucz do zamkaz. Zespól Srozporzadza kluczami do wszystkich
zamków.
Uwolnilismy wiec nasz "problem zamków i kluczy" od wszystkich warunków
ograniczajacych wybór zespolów uprawnionych (warunek, ze zespól zawierajacy
zespól uprawniony jest zespolem uprawnionym, jest praktycznie zawsze spelniony,
gdy dostep do urzadzenia zalezy od posiadania kluczy do wszystkich zamków
zabezpieczajacych to urzadzenie). Jakkolwiek te zespoly wyznaczymy, zawsze bedzie
mozna tak zainstalowac zamki i tak rozdac klucze, ze zespoly uprawnione, i tylko
te zespoly, beda mialy mozliwosc nadania sygnalu.
Spogladajac wstecz na przebyta droge dostrzegamy, jak "przedluzanie" pierwszego
problemu, rozwazanie jego wariantów, pozwolilo nam odkryc to, co jest istotne
dla rozwiazania - pewna strukture matematyczna, która wprowadzamy do zbioru
wszystkich mozliwych zespolów, wybierajac z nich zespoly uprawnione wedlug
dowolnie ustalonych zasad. Dane numeryczne w pierwszym zadaniu skierowaly
nas nie na najbardziej ogólna droge. To, co sie nam wydawalo poczatkowo wazne,
i z czego korzystalismy wyraznie w rozumowaniu, okazalo sie nieistotne dzieki
temu, ze postepowalismy tak, jak to zaleca G. Polya: "Zaden problem nie jest
nigdy wyczerpany calkowicie. Zawsze cos pozostaje jeszcze do zrobienia; badajac
problem dostatecznie wnikliwie, mozemy ulepszyc kazde rozwiazanie, a w kazdym
razie zawsze udoskonalic nasze rozumienie rozwiazania"'-
Czy nasze problemy A, B i C sa jednak rzeczywiscie problemami matematycznymi?
Moglibysmy je od razu sformulowac w jezyku teorii mnogosci i wtedy ich
matematyczny charakter bylby od razu widoczny. Czytelnikowi obeznanemu
z jezykiem mnogosciowym proponujemy powiazanieZ naszymi rozwazaniami
nastepujacego zadania D: Dany jest zbiór Kiniepusta rodzina U jego
niepustych podzbiorów, bedaca idealem podzbiorów zbioruK. Z jest zbiorem
równolicznym z rodzina pozostalych podzbiorów zbioruK. Zdefiniowac takie
odwzorowanief zbioru K w zbiór P(Z), aby dla kazdego podzbioruX zbioru K

spelniony byl warunek:

XEU <0>[ Uf(a) = Z].
aeX

Poniewat

wiec

Rozwiazanie tego ogólnego zadania bedzie polegac tylko na odpowiednim zapisie
rozwiazania zadania C.
Zauwazmy, ze rozwiazujac zadanie C przydzielalismy zamkiiklucze
nieoszczednie. Przyporzadkowywalismy zamki wszystkim zespolom nieuprawnionym,
nie tylko maksymalnym, choc moglismy wybrac to oszczedniejsze
przyporzadkowanie. Ale zrezygnowalismy z tego celowo, aby uzyskac rozwiazanie
ogólniejszego problemu D, w którym nie bedziemy juz zakladac, ze rozwazane
zbiory sa skonczone. Gdy tego nie zakladamy, nie mamy pewnosci, ze istnieja
minimalne zespoly w rodzinie U i maksymalne zespoly w rodzinie pozostalych
podzbiorów zbioru pelnegoK. Na przyklad, jezeli.K jest zbiorem wszystkich liczb
rzeczywistych, U rodzina jego podzbiorów, z których kazdy zawiera w sobie jakis
przedzial otwarty, to w rodzinie U nie ma minimalnych zbiorów (to znaczy
takich, ze wylaczajac jeden element otrzymujemy juz zbiór nie nalezacy do U i ze
kazdy zbiór tej rodziny jest nadzbiorem pewnego zbioru minimalnego), nie ma tez
maksymalnych zbiorów w rodzinie zbiorów nie nalez?cych do U.
Ale problem abstrakcyjnego juz przydzialu zamków i kluczy i tu ma zarówno
matematyczny sens, jak i rozwiazanie, które bez klopotu przeniesiemy z bardziej
praktycznie ujetego zadania C.

E, _ I _ V
Q; - S- Q,d, +e,d,

E, = ~ E,.
Q,

Widac, ze natezenie pola jest rózne w obu
warstwach. G~tosci powierzchniowe ladunku
na okladkach kondensatora beda rózne
i wyniosa odpowiednio:

('0 - przenikliwosc elektryczna prózni).
"Brakujacy" ladunek zgromadzi sie na
powierzchni rozdzielajacej obie warstwy
dielektryka z gestoscia powierzchniowaa:
a= G1-0'2 = l:O(etEl-e2E2) =

·oV(.,Q,-.,Q,)a= -------
Q,d, + Q,d,

Ladunek nie zgromadzi sie na granicy dwu
dielektryków tylko wówczas, gdy parametry
osrodków spelniaja zwiazek
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