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Wieloscian jednospójny to, mówiac opisowo,
taki wieloscian, który moze byc uzyskany
z kuli przez deformacje nie rozrywajaca i nie
sklejajaca.

Krzysztof JERZYK

Znamy rozmaite wielosciany: foremne, pólforemne, gwiazdziste, ostroslupy i inne, o znanych
i nie znanych nam nazwach. W kilku wieloscianach policzmy wierzcholkiJ:v, krawedzie K,
sciany S i idac za szwajcarskim matematykiem Leonardem Eulerem obliczmy wartosc wyrazenia
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Za kazdym razem otrzymalismy zaleznosc
(*) W-K+S = 2.

Zwiazek ten nie jest przypadkowy i, jak wykazal Euler, dotyczy kazdego wieloscianujednospójnego
w szczególnosci kazdego wieloscianu wypuklego.
Dowolna trójke liczb naturalnych (J:v,K,S) nazywamy eu/erowskawtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia ona warunek (*). W zwiazku z tym pojeciem mozna postawic nastepujace pytania:

1. Dla jakich trójek eulerowskich (J:v,K,S) istnieje wieloscian oW wierzcholkach, K krawedziach,
S scianach?

2. Czy sa takie trójki eulerowskie(J:v,K,S), dla których istnieje kilka istotnie róznych
wieloscianów o odpowiedniej liczbie wierzcholków, krawedzi i scian?

Odpowiedz na pierwsze pytanie pozostawimy Czytelnikom zauwazajac, ze na pewno (?)
- nie istnieje zadany wieloscian, gdyW < 4,

-ani gdy K < 6,

- ani gdy S < 4,

-ani gdy K = 7;

- istnieje wieloscian, w którymK = 6 lub tez Kjest dowolna liczba wieksza od 7.
Aby odpowiedziec na drugie pytanie, nalezaloby ustalic, co bedziemy rozumieli przezistotnie

rózne wielosciany. Otóz nie bedziemy uwazali za istotnie rózne tylko takie dwa wielosciany,
z których jeden mozna uzyskac z drugiego przez deformacje nie zmieniajace liczby wierzcholków
zadnej ze scian (np. narysowane nizej).

lm
Odpowiedz na pytanie drugie jest pozytywna. Podam tu sposób uzyskiwania istotnie róznych
wieloscianów odpowiadajacych tej samej trójce eulerowskiej.
Zetnijmy wierzcholki wieloscianu obcinajac krawedzie w polowie jej dlugosci (na rysunku

szescian). Liczby wierzcholków, scian i krawedzi zmieniaja sie z(J:v,K,S) na (W',K',S'). Zmiana
ta niejest chaotyczna: kazdy "nowy" wierzcholek odpowiada dawnej krawedzi

W'=K,

a "nowych" scian bedzie tyle, co "starych" scian i wierzcholków razem wzietych

S' = W+S=K+2
i ze wzoru Eulera

Ki = W'+S'-2 = 2K.

A wiec sumarycznie
(W',K',S') = CK,2K, K+2).

12



Na podstawie tych zaleznosci mozna wyciagnac wnioski:
a) Liczba wierzcholków, scian i krawedzi bryly powstalej przez sciecie wierzcholków zalezy

jedynie od liczby krawedzi bryly, której scinamy wierzcholki.
b) Scinajac tym samym sposobem wierzcholki bryl o takiej samej liczbie krawedzi (mimo ze moga

one róznic sie liczba wierzcholków i scian) otrzymamy bryly odpowiadajace tej samej trójce
eulerowskiej. Tak mozna wlasnie zbudowac przyklady odpowiadajace na pytanie 2.

K = 12

5=7 W=7
W' = J2, K' = 24~ s' =- 14

8 trójkatów
6 czworokatów

12 trójkatów
2 szesciokaty

K=30

W=20 5=12 W=12 5=20
W' = 30, K' = 60, ;)' = 32

w obu przypadkach 20 trójkatów, 12 pieciokatów

Warto zaUwazyC, ze nie jest w podanej metodzie rzecza istotna, iz obcinalismy krawedzie akurat
1

w polowie dlugosci. Obcinajac np. w"3 dlugosci (z obu stron), otrzymamy z wieloscianu
odpowiadajacego trójce(W,K,S) wieloscian odpowiadajacy trójce(2K,3K,K +2). Prosze
sprawdzic!
A mozna przeciez scinac wielokrotnie. Z drugiej strony nie musimy scinac wszystkich

1
wierzcholków bryly. Np. po scieciu w,- 1w6ch wierzcholków czworoscianu otrzymamy bryle

odpowiadajaca tej samej trójce, co szescian, choc istotnie od szescianu rózna. SCiany jej bowiem
beda tworzyly 2 trójkaty, 2 czworokaty i 2 pieciokaty.
Na zakonczenie otwarty problem: znaleZC funkcje (trójargumentowa) wyznaczajaca liczbe istotnie
róznych wieloscianów odpowiadajacych danej trójce eulerowskiej.

"Sztuka wygrywania" - rozwiazanie. Latwo zauwaZYC,ze czestosc optymalna istnieje, przy

kazdej bowiem czestosci oczekiwane wyplaty graczy sa równe. Jesli wiec jakas czestosc daje

maksymalna wyplate jednemu, to daje taka sama (a wiec tez maksymalna) drugiemu.

Znalezienie czestosci optymalnej jest proste. Jesli obaj stosuja W z czestosciap (ale niezaleznie!),

to kazdy gracz moze oczekiwac wyplatyu(p):

u(p) = p2+2(1-p)2+Sp(1-p) = -6pz+p+2,

1 1
która osiaga maksimum dlap = 12 .Maksymalna oczekiwana wyplata wynosi 224gr na jedna

gre. a wiec kazdy ~ graczy moze oczekiwac zysku okolo20,S zl w tysiacu gier.
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