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Pamietamy, ze~(p, q) = Owtedy i tylko wtedy
gdy p = q.

x lezy miedzy a i b w przestrzeni (X, ~), jesli
~(a, x)+ ~(x, b) = ~(a,·b).
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Jak przekonalismy sie w pierwszych dwóch czesciach tego artykulu, poslugujac
sie metryka mozna w naturalny sposób zdefiniowac rózne pojecia geometryczne.
Niektóre z nich sa pojeciami znanymi i uzywanymi "na co dzien",
- tj. w przypadku przestrzeni lub plaszczyzny euklidesowej (ze zwykla metryka),
ale rozszerzonymi na dowolne przestrzenie metryczne.
Wprowadzone pojecia pomagaja badac wlasnosci przestrzeni metrycznych oraz
porównywac rózne przestrzenie. Zapyta ktos, o jakie wlasnosci chodzi i pod jakim
wzgledem chcemy te przestrzenie porównywac. Slusznie. Na to wlasnie pytanie
postaramy sie teraz odpowiedziec. Pomoze nam w tym jedno z podstawowych pojec
wspólczesnej matematyki; pojeciefunkcji.
Wezmy pod uwage dwie przestrzenie metryczne(X, e) i (X', e'). Moze sie zdarzyc,
ze istnieje taka funkcjaf zbioru X na zbiórX', która zachowuje odleglosc
dowolnych par punktów, tj. funkcjaf:X ~ x' spelniajaca warunek
(1) e' (f(P), f(q)) = e(P, q) dla dowolnych punktówp i q ze zbioru X.
Taka funkcjaf nazywa sieizomettia.
"Na" znaczy, ze kazdy punktp' ze zbioru X' odpowiadajakiemus punktowi p ze
zbioru X, tj ..
(2) dla kazdegop' nalezacego doX' istnieje punktp nalezacy doX, taki zef(P) = p'.
Z warunku (1) wynika, ze kazdy punktp' ze zbioru X' moze odpowiadactylko
jednemu punktowi p, tzn. '
(3) jesli f(p) = f(q), to P = q.
Funkcja spelniajaca warunki (2) i (3) nazywa siewzajemnie jednoznaczna (albo:
rótnowartosciowa). A wiec kazda izometria jest funkcja wzajemnie jednoznaczna.
O takich dwóch ptzestrzeniach, dla których istnieje izometria jednej z nich na druga,
mówi sie ze saizometryczne.
Jesli na przykladX i X' sa dwoma okregami o tym samym promieniu,
a zarówno e jak e' jest metryka lukowa (patrz J czesc artykulu),
to przestrzenie(X, e) i (X', e') sa izometryczne. Jezeli natomiast(X, e)
jest okregiem z metryka lukowa, a(X', e') okregiem ze zwykla metryka,
to (X, e) i (X', e') nie sa izometryczne. Zeby sie o tym
przekonac, zauwazmy, ze dla dowolnej izometriif prawdziwa jest nastepujaca
implikacja:
(4) jezeli punkt x lezy miedzya i b, to f(x) lezy miedzyf(a) i f(b).
Gdyby wiec istniala izometriaf okreguX z metryka lukowae na okregX' z metryka
zwykla Q, to izometria ta przeprowadzalaby punkty zbioruX lezace miedzya i b
na punkty zbioruX' lezace miedzyf(a) i f(b). Tymczasem w zbiorzeX'
jedynymi punktami, które leza miedzyf(a) i f(b) (w sensie metrykie), sa same
punkty f(a) i f(b). A wiec caly luk o koncacha, b musialby przejsc na zbiór co najwyzej
2-punktowy - wbrew wzajemnej jednoznacznosci funkcjif
Latwo sprawdzic, ze z innymi pojeciami wprowadzonymi poprzednio rzecz ma sie
podobnie, jak z relacja lezenia miedzy. Mianowicie dla dowolnej izometriif
przestrzeni (X, e) na (X', e'):
(5) jezeli x jest srodkiem parya, b, to f(x) jest srodkiem paryf(a), f(b);
(6) kula K(x. ~) (a, A.) przechodzi na kuleK(x" ~,)(f(a), A.);

(7) zbiór Jnt(x.~)A przechodzi na zbiór Jnt(X'.~,d(A) (przy czymf(A) jest obrazem
zbioru A, czyli zbiorem punktów postacif(P), dla wszystkichp nalezacych doA).
Ostatni warunek mozna zapisac w postaci:
(7') f(JntA) = Jntf(A).
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Rozwiazanie zadania M5l.

NiechO bedzie punktem przec:ieciaprzekatnych
dlUlClOczworokataABCD i niech S•• Sl, S"
S.beda odpowiednio polami trójkatów.lOB,
BOC, COD i DOA. Mamy wiec

s,+s. = S.+S.,
S,+S. = Sl+S••

Dodajac i odejmujac stronami te równosci
otrzymujemy

2S,+Sl+S.= 2S;+S.+S.,
Sl-S. = S.-Sl

skad S1= S•• Sl = S•.

P . 1 .
oDlewazS, =2"" AO' BOsm«.

S. = 4- CO,DOsin«, sdzie « jest

katem miedzy przekatnymi, wiec

AO'BO = CO, DO.

Podobnie otrzymujemy równosc

BO' CO = AO·DO.

Mnozac i dzielac stronami ostatnie dwie
równosci otrzymujemy

BO" AO' CO = DO'·AO . CO,

AO CO
-CO-AD'

skad BO = DO. AO = CO. Udowodnilismy
wiec, ze przekatne w omawianym czworokacie
polowia sie, a to oznacza, ze jest on
równole8lobokiem.

Jako wniosek z tego, ze kazda izometria spelnia warunek (5), otrzymujemy
nastepujace twierdzenie:
(8) Jezeli przestrzen (X,e) jest wypukla (mocno wypukla), to kazda przestrzen z nia
izometryczna jest tez wypukla (mocno wypukla).
O takiej wlasnosci, która wraz z dana przestrzenia przysluguje kazdej z nia
izometrycznej, mówi sie, ze jestniezmiennikiem izometrii.A wiec wypuklosc i mocna
wypuklosc sa niezmiennikami izometrii.
Z twierdzenia (8) wynika, ze plaszczyzna z metryka zwykla i plaszczyzna z metryka
miejska nie sa izometryczne (por. I czesc artykulu). Podobnie jest dla
plaszczyzny z metryka zwykla i z metryka kolejowa, ale dowód jest trudniejszy.
Mamy wiec pewien sposób porównywania przestrzeni metrycznych - z punktu
widzenia tzw.geometrii metrycznej, czyli teorii, która zajmuje
sie niezmiennikami izometrii. Nie jest to bynajmniej jedyny mozliwy
punkt widzenia. Przedstawimy tu krótko jeszcze jeden.
Funkcje wzajemnie jednoznacznaf :X -+ x' nazywa siehomeomorfizmem przestrzeni
(X, e) na (X', e/), jezeli spelnia warunek (7').
Jasne jest, ze kazda izometria jest homeomorfizmem. Nie jest jednak na odwrót,
a wiec klasa homeomorfizmów jest istotnie szersza od klasy izometrii.
Dla dowodu rozwazmy plaszczyzne z metryka zwykla(E2, e) i plaszczyzne z metryka
miejska (E2, iD. Funkcja f :E2 -+ E2 okreslona wzorem

f(P) = p dla kazdego punktu p,

przeprowadza dowolny podzbiórA plaszczyzny na ten sam zbiór, tzn.

f(A) = A dla kazdego zbioru A .

Zatem funkcja f spelnia warunek (7'), a wiec jest homeomorfizmem. Oczywiscie
f nie jest izometria - pokazalismy przeciez, ze dla tych dwu przestrzeni izometria
nie istnieje. Te dwie przestrzenie sa wiec homeomorficzne, ale
nie sa izometryczne.
Teoria, która zajmuje sie niezmiennikami homeomorfizmów, nazywa sietopologia.
Dwie przestrzenie moga sie wiec róznic pod wzgledem metrycznym (z punktu
widzenia geometrii metrycznej), chociaz nie róznia sie pod wzgledem topologicznym
(z punktu widzenia topologii).
Na czym polega róznica pomiedzy takimi pojeciami, jak relacja lezenia miedzy,
zbiór srodków, kula, a takimi, jak wnetrze, domkniecie, otwartosc, domknietosc,
gestosc, brzegowosc'! (por. II czesc artykulu). Odpowiedz pozostawiamy
Czytelnikowi. Pomoga mu zadania l i 2.

Zadania

W (X', e').

otwarty
domkniety

l. Wykazac, ze implikacje (4), (5) i (6) nie sa prawdziwe dla dowolnego homeomorfizmu.
2. Dowiesc. ze dla dowolnego homeomorfizmuf przestrzeni (X, e) na (X', e')
(a) f(CIA) = CI f(A) ,

(b) otwarty
(c) domkniety

zbiór A jest w (X, e) wtedy i tylko wtedy, gdyf(A) jest
(d) gesty gesty

(e) brzegowy brzegowy

3. Dowiesc, ze warunek (b) z zadania 2 jest równiez dostateczny na to. by funkcja
(wzajemnie jednoznaczna) fbyla homeomorfizmem.

4. W zbiorze X wprowadzono dwie rózne metryki:e i e'. Dowiesc, ze na to, by funkcjaf:X --+ X
okreslona przez wzórf(P) = p byla homeomorfizmem przestrzeni(X, e) na (X, e'),
potrzeba i wystarcza, by metrykie i e' byly równowazne.
Wskazówka: skorzystac z zadania 3.

5. Zadanie 4 z II czesci artykulu (.Delta», 1975, 5) jest bledni~,sformulowane. Jak nalezy je
poprawic? Jakie wystarczy przyjac zalozenia, by domkniecie kuli bylo kula domknieta?

CIA. = X-Int{X-A).
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