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TROCHE TEORII [ciag dalszy]

CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE, podobnie jak prawo wielkich liczb, podamy
równiez bez dowodu. Dow6d mozna znalezc w licznych podrecznikach rachunku
prawdopodobienstwa, ostrzegamy jednak, ze nie sa to dowody bardzo latwe.
Niech Xl , X2, ... , X., ... bedzie ciagiem zmiennych losowych niezaleznych, majacych jednakowy

rozklad, skonczona wartosc oczekiwanaEX. = '" oraz rózna od zera wariancjeD2X. = rP.
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gdzie e(x) jest funkcja okreslona wzorem
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Kilka wartosci e(x) podajemy w tabelce obok.

Pokazemy, jak korzysta sie z tych twierdzen, na przykladzie rozwazanego poprzednio zadania
Buffona. Przypomnijmy, ze w zadaniu Buffona szacowalismy liczbe n rzucajac igle na
odpowiednio poliniowany st6l. Jezeli igla miala dlugoscl, odleglosc miedzy liniami byla równa
L i prawdopodobienstwo, ze rzucona na st6l igla przetnie któras z linii, bylop, to n = U/pL
i zadanie sprowadzalo sie do szacowania prawdopodobienstwap za pomoca czestosci
odpowiedniego zdarzenia w ciagu rzutów. Rozwazmy zmienne losoweX., n = 1,2, ... ,
zdefiniowane w nastepujacy sposób:

{l, gdy w n-tym rzucie igla przetnie jedna z linii narysowanych na stole,
X. = .

O w przeciwnym przypadku.

Mamy oczywiscie EX. = p, D2Xn = P(l-p), gdziep = 2//rrL, wiec wszystkie zalozenia

(2)
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Rozwiazanie zadania M68.

Mozna to zrobic jak na rysunku
Linie ciecia przechodza przez srodki boków
danego kwadratu, zas ich nachylenie jest
dowolne - mozna otrzymac 2 kwadraty
o dowolnie zadanym stosunku boków.
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centralnego twierdzenia granicznego sa spelnione. Oszacowaniemp jest liczba P. = ~- .1; Xi •i = 1

Zajmiemy sie dokladnoscia tego oszacowania, czyli wielkoscialp.-pl. Zauwazmy przede
wszystkim, ze poniewazP. jest zmienna losowa, to równiez!P.- pl jest zmienna losowa i wobec
tego opinia na temat dokladnosci rozwiazania bedzie miala postac:

"zprawdopodobienstwem1-Ci. róznica lp.-pl nie przekracza liczby1:",

gdzie Ci. i e sa odpowiednimi, zwykle malymi liczbami dodatnimi; malymi, gdyz chodzi o to,
aby z duzym prawdopodobienstwem blad rozwiazania byl maly.

Przypuscmy, ze wykonalismyn = 1000 rzutów igla Buffona o dlugoscil = 1 na stól, na którym
odlegloscia miedzy liniami jestL = 2. Przyjmijmy, ze 1- Ci. = 0,99 i obliczmy E. Na mocy
centralnego twierdzenia granicznego dla duzychn mamy w przyblizeniu

{ lp.-pl _ }p ./----yn ~ x :::::e(x).t' p(l-p)
Dla e(x) = 1- Ci. = 0,99 odczytujemy w tabelce wartoscx = 2,5758 i otrzymujemy

;---- x VU-( --27)e =xl p(l-p)/Il = .r - 1- - ..,n nL nL
Podstawiajac podane wyzej wartosci otrzymujemy

e = 0,038.
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(3) p{l+ 2:X,-Jt/ ~ xV D;;'} ~ e (x).i ~ l
Widac, ze dokladnosc oszacowania zalezy tylko od liczby11 eksperymentów i od wariancjiD2X,

zmiennych losowychX,. Zeby wiec wyznaczyc te dokladnosc musimy znac, a przynajmniej umiec
oszacowac, wariancjeD2X,. Zwykle jest to wielkosc nieznana i szacuje sie ja za pomoca tego
samego eksperymentu statystycznego, który sluzy do oszacowaniaft. Oznaczymy to oszacowanie

przez S~; wyraza sie ono wzorem

Mozemy sformulowac nastepujacy wniosek: Jezeli rzucimy1000razy igla o dlugoscil = 1
na stól Buffona z odleglosciami miedzy liniamiL = 2 i oszacujemy prawdopodobienstwop

k
zdarzenia polegajacego na tym, ze igla przetnie któras z linii za pomoca wielkosciPIOOO = 1000'
gdzie k jest liczba zaobserwowanych przeciec, to z prawdopodobienstwem0,99blad !PIOOO-P/ nie
przekroczy liczby0,038.
Formulujac powyzsze zdanie naJezy miec na uwadze fakt, ze jest ono tylko w przyblizeniu
prawdziwe, gdyz zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznyme(x) jest wartoscia granicy
odpowiedniego prawdopodobienstwa we wzorze (1), a nie wartoscia tego prawdopodobienstwa"
dla skonczonych wartoscin,jak w przyblizonym wzorze (2). Okazuje sie jednak, ze juz dla
n rzedu kilkudziesieciu otrzymuje sie przyblizenie praktycznie zadowalajace. Czytelnik zechce sam
przeliczyc, jaki w powyzszym przykladzie otrzymuje sie blad maksymalny oszacowania liczby n.
Spójrzmy jeszcze raz na (1) i przepiszmy ten wzórw postaci:

100

1 '\'P100 = 100L.J X, = 0,2,
i= l

gdzie P100 jest oszacowaniem prawdopodobienstwa zdarzenia, ze pilka upadnie na klomb
(ponownie odsylamy Czytelnika do artykulu o prawdopodobienstwie geometrycznym).
Odpowiedz na pierwsze pytanie jest wiec gotowa: Pole klombu wynosi0,2' 500m2 = 100m2•

Zeby odpowiedziec na drugie pytanie, wykonamy rachunki wedlug wzoru (4). Otrzymamy

S:oo= 0,16 i w konsekwencji, 2S100/ YI00 = 0,08.Mnozac ten wynik przez pole ogródka
otrzymujemy 0,08' 500m2 = 40 m2•

Odpowiedz: Pole klombu wynosi100±40 m2•

Czytelnik zechce odpowiedziec na pytanie, ile razy chlopiec powinien rzucac pilke, aby blad
oszacowania nie przekraczal 1m2•

W nastepnych odcinkach nasze60 artykulu o metodach Monte Carlo zajmiemy sie
powazniejszymi zastosowaniami tych metod.

2 1 ~ 2 (1 ~, )2Sn = li L.J Xi - Il ~ X, .
i=d i= l

(4)

W praktycznych zastosowaniach metod Monte Carlo postepuje sie zwykle w nastepujacy sposób.
Przyjmuje sie, ze1- rL = 0,9545,uwazajac taki poziom prawdopodobienstwa za wystarczajaco
duzy. Dla e(x) = 0,9545otrzymuje siex = 2 (wlasnie ta "okragla" liczba2 jest powodem
zgody na takie nieco dziwne1-rL). Ze wzoru (3) odczytujemy wtedy, ze

n

(5) "z prawdopodobienstwem0,9545blad oszacowaniaJt za pomoca ft. = ~ .2.: X,
i = l

nie przekroczy 2yD2X,I n" •

Zastepujac zwykle nieznana wielkoscD2X, jej oszacowaniem za pomocaS; otrzymujemy
ostatecznie sformulowanie:

(6) "z duzym prawdopodobienstwem (mniej wiecej0,95)blad oszacowaniaJt za pomocaJt.

nie przekracza 2S./yn".
Zatem wielkosc 2S./ yil charakteryzuje blad oszacowania metoda Monte Carlo. Podkreslamy,
ze tak okreslony blad ószacowania jest wielkoscia losowa i ze nalezy pamietac zawsze o
wszystkich konsekwencjach tego faktu.
Rozpatrzmy na zakonczenie jeszcze jeden przyklad. W telewizyjnej pogadance o metodach
Monte Carlo prof. Kazimierz Urbanik opowiadal o chlopcu, który mierzy pole powierzchni
klombu w ogródku rzucajac na chybil-trafil pilke do tego ogródka. Klomb ma nieregularne
ksztalty, a pole powierzchni ogródkajest znane i wynosi, powiedzmy,500m2• Chlopiec rzucil
pilka 100razy, a20sposród tych rzutów zakonczylo sie upadkiem pilki na klomb. Jakiejest pole
klombu?\Zjaka dokladnoscia zostalo ono oszacowane?
Niech X, = 1, ·gdy w i-tym rzucie pilka upadnie na klomb, iX, = O w przeciwnym przypadku.
MamywieC
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