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Jezeli" jest liczba naturalna wieksza od 3

i rózna od 5, to jest postaci n= 2k lub
fi 2k+ 3, gdzie k jest liczba naturalna
wieksza od \. Niech bed7ie dany trójkatABC.

Na bokach A B i AC obierzmy odpowiednio

punkty D i E tak, aby BD lAB, CE ~kI
k C A, a bok BC podzielmy na k równych

cze~ci.
P"ez kazdy punk t podzialu prowadzimy do

pr /cciecia 7. DE odcinki równolegle doAB-

iA C. Otrzymujemy w ten sposób podzial
trÓjkata na 2k trójkatów do niego podobnych.

L~cz~lc ponadto4rodki odcinków AD, DE
i J A otrzymujemy podzial trójkata ABC na
2k+3 trójkaty do niego podobne.

~s~)\~~

Mgr Waclaw FRYDRYCHOWICZ
"Fale sejsmiczne niosa informacje o wlasnosciach fizycznych osrodka, o defektach wystepujacych
w jego strukturze i o nieciaglosciach parametrów sprezystych we wnetrzu Ziemi" pisal rok temu
(<<Delta» 1975, nr l) A. Guterch w swym artykule o badaniach nad gleboka struktura Ziemi.
W sejsmologii wnioskowanie o strukturze niedostepnych bezposredniemu badaniu geologicznemu
obszarów wnetrza Ziemi odbywa sie z grubsza mówiac, wedlug nastepujacego schematu: "gdyby
Ziemia byla jednorodnym osrodkiem sprezystym, to potrafilibysmy przewidziec, jaki bedzie obraz
drgan wywolanych np. wybuchem na sejsmografie odleglym o tyle a tyle od punktu, w którym
te drgania zostaly wywolane. Wszelkie odchylenia obrazu zarejestrowanego przez sejsmograf
od obrazu idealnego swiadcza o niejednorodnosciach osrodka; charakter tych odchylen pozwala
ustalic, jakie to moga byc niejednorodnosci".
Umiejetnosc odczytania informacji niesionych przez fale sejsmiczne wymaga wiec znajomosci
teorii rozchodzenia sie drgan w osrodku sprezystym. Zajmiemy sie tym wlasnie zagadnieniem.
Dla kazdego osrodka sprezystego mozna podac charakterystyczne dla niego parametry. Nazywamy
je stalymi materialowymi. Jesli osrodek jest jednorodny (gestosc jego jest stala) oraz izotropowy
(sposób rozchodzenia sie fal jest jednakowy w kazdym kierunku), to wlasnosci sprezyste tego
osrodka mozna w pelni scharakteryzowac przez podanie dwu tylko stalych materialowych: modulu
Younga E i wspólczynnika Poissonav (oraz gestoscie). Modul Younga ma, jak wiadomo,

wymiar kGJcm2, v jest wielkoscia bezwymiarowa, spelniajaca teoretycznie nierównoscO < v <: 1/2.
Eksperymentalnie stwierdzono, ze wspólczynnik Poissona zawarty jest na ogól w przedziale
(1/4,1/2). Czesto poslugujemy sie innymi stalymi materialowymi), i p., zwanymi stalymi Lamego.
Sa one zwiazane z E iv nastepujaco:

(3H 2p.)p. ).E=---- v=---
Hp.' 2(Hp.)

Stale). ipo sa dodatnie dla kazdego osrodka sprezystego i - jak wynika z powyzszych
zwiazków - w pelni charakteryzuja dany jednorodny i izotropowy osrodek sprezysty.

Przypuscmy teraz, ze mamy do czynienia z nieograniczonym we wszystkich kierunkach osrodkiem
sprezystym i ze w pewnym jego punkcie wywolane zostalo zaburzenie, powodujace przemieszczenie
(zmienne w czasie) pewnego punktu. Z przemieszczeniem sie tego punktu beda zwiazane
oczywiscie zmienne w czasie przemieszczenia punktów niezbyt odleglych. Przemieszczenie
punktów wypelniajacych poczatkowo pewien obszar zwany w tej teorii konfiguracja bedzie
oznaczalo odksztalcenie sie tego obszaru: moze zmienic sie zarówno ksztalt jak i objetosc. Latwo
zauwazyc, ze kazde odksztalcenie mozna rozlozyc na dwie "skladowe": odksztalcenie czysto
postaciowe (zmiana ksztaltu bez zmiany objetosci) i odksztalcenie czysto objetosciowe (zmiana
objetosci bez zmiany ksztaltu - podobienstwo). Oczywiscie lokalne odksztalcenie osrodka bedzie
powodowalo równiez przemieszczenia punktów coraz dalej polozonych od poczatkowego
zaklócenia, odksztalcenia obszarów coraz bardziej odleglych: zaburzenie spowoduje
rozchodzenie sie w osrodku fal sprezystych.

Do - konfiguracja poczatkowa w chwili t = to

(stan przed odksztalceniem osrodka)

D, - konfjguracja w chwili I = I, (stan po
odksztalceniu osrodka)

X3 Q.

Ten uproszczony obraz pozwala przewidywac, ze znajomosc zwiazków pomiedzy
przemieszczeniami punktów osrodka, dzialajacymi w osrodku silami i parametrami
charakteryzujacymi osrodek, oraz zaleznosc tego wszystkiego od czasu powinny umozliwic
przewidywanie przebiegu rozchodzenia sie zaburzen w osrodku. I tak rzeczywiscie jest.
W analizie teoretycznej rozchodzenia sie fal w osrodku sprezystym wychodzi sie z tzw. równan
Naviera (równan przemieszczeniowych). Aby je napisac, identyfikuje sie osrodek z kartezjanska

przestrzenia trójwymiarowa o osiach wspólrzednychXl, X2. X3. Jesli przezX = (Xl> X2. X3)

oznaczyc poczatkowe polozenie pewnego punktu osrodka w chwilito, a przez X= (Xl' X2. X3)

polozenie tego samego punktu w chwilit, to

o df
X-X = U = (Ul> U2, U3)

bedzie wektorem przemieszczenia tego punktu. Przemieszczenie to zalezy nie tylko od czasu;
ale i od polozenia poczatkowego. Jesli wiec przyjac

Xl = XI(X,t) = Xl (x l> X2, X3, t)

Ul = Xl CX,t)- X, dla / = 1,2,3,

a wiec kazda skladowa przemieszczenia jest funkcja czterech zmiennych (trzy wspólrzedne i czas).
Zaklada sie przy tym, ze przemieszczenie U jest zawsze zwiazane z dzialaniem tzw. sil masowych,
których wielkosc równiez zalezy od polozenia punktu i od czasu. Sily masowe oznaczamy
symbolem P:

p = (PA> P2• P3).
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(I)

Wartosc wspólczynnikan równa { oznacza,

ze predkosc fazowa emitowanej fali
elektromagnetycznej w jonosfw:e jest
wieksza nize (równa 2e).Ale z teorii
wzglednosci wiemy, ze sygnaly nie moga sie
rozchodzic z predkoscia wieksza nize.
Na szczescie otrzymany wynik nie jest
sprzeczny z teoria wzglednosci.
Predkosci fazowe moga przekraczace.
Ograniczenie dotyczy tzw. "predkosci
grupowej" fali, która dla fali
elektromagnetycznej rozchodzacej sie
w prózni, równa jest predkosci fazowej fali.
Niestety ramy tego dzialu nie pozwalaja na
opisanie róznicy tych dwóch wielkosci.
Zainteresowanych odsylamy do ksiazki
F. C. Crawforda "Fale" (PWN - 1972).
Warto jeszcze zauwazyc, ze w rzeczywistosci
wartosc n silnie zalezy od czestosci fal
radiowych i jest wieksza od jednosci dla
'0'" 50 MHz.

Teraz mozemy juz napisac równania Naviera. Maja one postac

3 3

L OZUI L oZUJ cJZUIP. --_+(A+p.) ---+ePI = e -z-
OX~ OXJOXI otj=l J j=l

dla i= 1,2, 3. Postac (1) jest skomplikowana. Dla ulatwienia zycia w mechanice czesto
wprowadza sie rózne umowy upraszczajace zapisywanie wzorów:

h d kol . b I f, (. 02UI••·•ak )
- poc o na czast owa --- oznacza SIe sym o em,J a WIeCnp. --Z- zapIsuJe SIeJ oUhU ;o~ o~
- pochodna czastkowa wzgledem czasu oznacza sie kropka nad funkcja rózniczkowana (a wiec

02UI)
np. Ul oznacza -Z- ;ot

- wprowadza sie ponadto tzw. konwencje sumacyjna polegajaca na tym, ze opuszcza sie znak
sumy, pozostawiajac go domyslnosci czytelnika wszedzie tam, gdzie w jednomianie
wystepuje dwa razy ten sam wskaznik. Na przyklad wzór

ol .
dl= -- dxj, J = 1,2,3,

oXJ

nie ma sensu bez domyslnego znaku sumy, który wystepuje po stronie prawej; w konwencji
sumacyjnej równosc(*) oznacza

("'*)
3 ol

dl= ~-.- dXJ.L...J oXJj=l

Po zastosowaniu tych umów do równan (1) mozemy przepisac je w postaci (pozornie) prostszej:

(2) IlU"u+().+p.)uJ,J,+ ePI = eu" i,j = 1,2,3.

Jak mówilismy, równania Naviera opisuja zwiazek miedzy wlasnosciami materialu,

przemieszczeniami i dzialajacymi silami masowymi a polozeniem punktu i czasem. Nie bedziemy
tu zajmowali sie wyprowadzaniem i interpretacja tych równan. Do naszych celów wystarczy
bowiem wiedziec, ze z dobrym przyblizeniem opisuja one zachowanie sie rzeczywistych
izotropowych i jednorodnych osrodków sprezystych.
WyJ}rowadzenie z (2) równan opisujacych rozchodzenie sie fal sprezystych jest dosc proste -
jesli zastosowac pewne dodatkowe triki techniczne. Okazuje sie mianowicie, ze mozna tak
wprowadzic' cztery pomocnicze funkcjerp i 'ljllo 'IjIz, '1j13,by spelnione byly zwiazki:

(3)

(interpretacji rp i'Pnie omawiamy).
Podstawiajac zwiazki (3) i (5) do równan Naviera (2), otrzymamy nastepujace zaleznosci:

Pk = rp,t+Eklm P'I,m, k, l, m = 1,2,3

Poniewaz funkcjerp i "Pk sa niezalezne, wiec równanie (6) jest spelnione gdy oba wyrazenia
w nawiasach oddzielnie równaja sie zeru.
Otrzymamy wtedy nastepujace równania:

).+ 2p.
--- VZrp-1p = -rp,

e(7)

(5)

pamietamy o konwencji sumacyjnej l), gdzie

IIgdy (k, l, m> jest parzysta permutacja liczb 1,2,3,
Eklm = O gdy jakies dwie z liczbk, l, m sa równe,

-1 gdy <k, l, m> jest nieparzysta permutacja liczbl, 2, 3;I
przy tym .

(4) 'IjI1,1 = O.

Zarówno funkcja rp, jak i trójka funkcji ('IjIl, 'IjIz, '1j13)maja dobrze okreslone interpretacje
fizyczne. Pierwsza z nich, zwana potencjalem skalarnym, charakteryzuje odksztalcenia
objetosciowe, natomiast'IjI = ('ljllo lpz, '1j13)nazywa sie potencjalem wektorowym i charakteryzuje
odksztalcenia postaciowe.
Podobny zabieg mozna równiez zastosowac do wektora sil masowych:
tak dobiera sie funkcje rp i'P = ('Plo 'Pz, 'P3), by byly spelnione zwiazki

(6)

Wlasnosc (4) jest równowazna stwierdzeniu,
ze dia dowolnej powierzchni zamknietej
suma (po wszystkich elementach powierzchni)
rzutów odkszt;llcen elementów tej

powierzchni opisywanych prz~zpotencjal
wektorowy na kierunki prostopadle do tych
elementów (zwrot prostopadlej wybieramy
na zewnatrz powierzchni) jest równa zeru.
Podobnie fakt, ze odksztalcenie opisywane
potencjalem skalarnym jest dane przez
gradient potencjalu(<p,k), jest równowazny
stwiex:dzeniu, ze suma takich odksztalcen
wzdluz dowolnej krzywej zamknietej jest
równa zeru.

Il VZ •• 1"- 'IjI1-'IjI1 = -r"
e

gdzie symbol VZ zastepuje operator rózniczkowy postaci

OZ cJZ 02-+--+-.
OX~ oxl OX~
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równanie (7) mozemy zapisac nastepujaCO:

(8.1) c~Vztp-9i = -IP,

(8.2) c~Vz'P/-1p/= -'PI'
Ostatnie równania nazywamy falowymi. Równanie (8.1) charakteryzuje fale rozchodzaca sie
z predkoscia Ct. Nazywamy ja fala podluzna, albo fala P. Fala ta opisuje rozprzestrzenianie sie
odksztalcenia objetosciowego. Z równania (8.2) wynika, ze czestosc przemieszczenia odpowiadajaca
funkcji 'PI przenosi sie z mniejsza predkosciaCz. W sejsmologii fala rozchodzaca sie
z predkoscia Cz nazywana jest fala poprzeczna albo fala S. Z predkosciaCz rozchodza sie
odksztalcenia czysto postaciowe. Z okresleniaCz wynika, ze jezelip = O, to Cz = O. Oznacza to,
ze fala S nie moze sie rozchodzic w osrodku charakteryzujacym sie zerowa sztywnoscia na
odksztalcenia postaciowe. W sejsmologii przyjmuje sie).= p, co odpowiada przyjeciu wartosci

l
v = -. W nieskonczonym, jednorodnym i izotropowym osrodku sprezystym kazde zaburzenie

4

daje sie przedstawic za pomoca superpozycji fal P i fal S. Jezeli jednak cialo jest ograniczone
albo niejednorodne, to wzbudzane sa w nim równiez inne typy fal. (Najwazniejszymi z nich sa
fale powierzchniowe, które rozprzestrzeniaja sie w poblizu granicy). W tablicy ponizej podajemy
predkosci Ct i Cz dla kilku osrodków sprezystych.

W przypadku jednowymiarowym

rozwiazaniem równania jednorodnego bez sit
masowych

a'rp a',pc.----- =0ax' a,'
jest funkcja

rp(x, I) = Asin ~ (X-CI) (sprawdzcie!)
C

opisujaca rozchodzenie sie fali o amplitudzieA.

(dowolnej) i czestosci w (dowolnej)
w dodatnim kierunku osiX z predkoscia c.

Oznaczajac

Osrodek Aluminium

).+2p
Cz - --,t -

(!

Miedz

CZ Pz=-
(! ,

Stal Olów

Ct [m/s]

v

6,32' 103

0,345

4,36' 103

0,343

5,80' 103

0,290

2,14' 103

0,441

R.ozwiazanie przykladu 2 z zadania F 27.

Wprowadzamy oznaczenia tak, jak zaznaczono na rysunku 1, gdzies oznacza najmniejsza odleglosc satelity od punktu
obserwacyjnego, 11jego predkosc, aal - kat jaki tworzy trajektoria satelity z kierunkiem jego obserwacji w momencie

dokonywania i-tego pomiaru czestosci sygnalów.

Zachodzi oczywisty zwiazek:

-
(I)

predkosc Cz mozna wyliczyc ze wzoru:

ctgll<l = :'11(ll-~)s '

1-2v
c~ = c~' -2-v

(2)

(3)

gdzie II oznacza czas i-tej obserwacji, a lo odpowiada chwili czasu, kiedy satelita znajduje sie najblizej punktu

obserwacyjnego (I, = O).

Na obser~owana zmiane czestosci sygnalów wplywa jedynie skladowa predkosci satelity równolegla do kierunku
obserwacji (przypadek nierelatywistyczny). Dlatego:

'VI = Vo 1 /"oJ Vo (1 + ~),1-~ c
c

gdzie ., i '0 sa odpowiednio obserwowana i emitowana czestoscia sygnalów.
Eliminujac kat al z wzorów (I) i (2) otrzymujemy:

- ~ ..!. . (11-10)
Vl--«Vo c s

-'0- = -(--11-' ---)-J,-.l+ ~ (t/-Io)'

Wielkosciami niewiadomymi we wzorze (3) sa: lo.'0. 11i s.
Nalezy zauwazyc, ze teoretycznie wielkoscis i 11nie sa niezalezne. Bowiem w ruchu satelity dookola Ziemi sila

dosrodkowa odpowiedzialna za jego ruch jest sila powszechnego ciazenia. Stad natychmiast wynika zwiazek:

(4)
11={gR (1~~),

V'"trajektoria

• C(i satelity
S

punkt
obserwacyjny

gdzie g jest przyspieszeniem arawitacyjnym ziemskim, a R. promieniem Ziemi. Poniewaz na ogóls « R, wartosc v jest

nieco mniejsza od pierwszej predkosci kosmicznej równej 7,9 ~~. Dla duzychIII -lo Iprawa strona wzoru (3) jests
w przyblizeniu równa swojej aranicy przyI'I - 101-+ 00. Korzystajac z tego otrzymujemy dla.0 przyblizona wartosc

40,00129 MHz. Natomiast rozwazajac wzór (3) dlaIII-lo/ := O mozemy ocenic wartosc 'o otrzymujac w przyblizeniu

87 s (I, = O). Wartosc s wynosi okolo 420 km, a tym samym 11:=7,65 km_o Czytelników zachecamy dos

dokladnicjsz.ego dopasowania parametrów to, "0 i s metoda iteracyjna do wartosci VI podanych w zadaniu.
Na wysokosci 420 km atmosfera jest tak rozrzedzona, ze wspólczynnik zalamania jest dla niej praktycznie równy

ednosci. Czytelnicy, którzy rozwiazali pierwszy przyklad niniejszego zadania moga miec jednak watpliwosci, czy
rózne od jednosci wspólczynniki zalamania nizszychwarstw atmosfery nie odgrywaja roli w rozwiazaniu. Otóz nic.
WspÓlczynnik zalamania dla srodowiska, w którym porusza sie satelita mozna uznac za równy jednosci(f := 400.km), a

a nizsze warstwy atmosfery nic zmieniaja czestosci emitowanych fal.
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