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Zacznijmy od lancucha. Co to takiego - odpowiedziec mozna na przyklad tak: szereg
polaczonych ze soba jednakowych czesci, zwanych ogniwami, tworzacych rodzaj sznura.
Lancuchy.znane byly od dawna - w epoce brazu kobiety nosily je jako ozdoby, a w epoce
zelaza sluzyly juz do podnoszenia ciezarów. Jedne i drugie róznily sie pewnie masa i ksztaltem.
Stosowany obecnie w róznych mechanizmach lancuch przegubowy zaprojektowal jeszcze
Leonardo da Vinci. Inny wielki Wloch, Galileo Galilei (Galileusz), interesowal sie odpowiedzia
na pytanie: jaka krzywa wyznacza lancuch zawieszony w dwu punktach? Odpowiedz:
"poszukiwana krzywa jest zwykla parabola" znalazl w 1638 roku. Odpowiedz ta byla bledna.
Poprawne rozwiazanie podali nieco pózniej Leibniz, Huygens i BernolJili. Przesledzmy ich .
argumentacje·
Zalózmy najpierw, ze masa lancucha jest rozmieszczona równomiernie wzdluz calej jego
dlugosci. Znaczy to, ze przyrost masy na jednostke dlugosci jest staly, równye. Wprowadzmy
uklad wspólrzednych jak na rys. l.
Os y jest osia symetrii lancucha, a odcinekOA ma dlugosc a. Oznaczmy dowolny punkt krzywej

przez B(x, y) oraz dlugosc lukuAR przez S. Jezeli lancuch znajduje sie w polozeniu równowagi,

to mozna zalozyc, ze na lukAB dzialaja tn:y sily: sily naciagu lancuchatA, tB dzialajace
odpowiednio w punktach A i B w kierunku stycznym do krzywej oraz silab równa ciezarowi

luku Ali. Zgodnie z zalozonym ~ównomiernym rozkladem masy, silab jest równa b= [O, eS].

Rozlózmy siletB na skladowe tB = [t' B, t 2B]:

W k .. k dy ••. (3)' ...y orzystujac zWlaze tgIX= -- rownosc mozemy przeplsac w postacI
dx

(1) t'B = ItBicoslX,

t 2B = ItBlsinIX.

Skoro lancuch jest w równowadze, to suma sil znika:tA + tB+b = O.

Z ostatniej równosci mamy
y

x

(2)

Porównujac (I) z (2) otrzymujemy

(3)

t1B = ItAI = t,
t2B = eS.

równanie

tgIX = ~ S.t

(4)

Rys. 1

W'elkosc charakteryzujaca nieskonczenie maly

przyrost dlugosci luku nazywamy róiniczka
luku ioznaczamy dS. Jesl ona równa

dS ~ Vl+ (::r dx;

dS V (dY)'
stad - = = J + - .

dx dx

y

t dyS=--
e dx

Rózniczkujac ostatnie równanie stronami wzgledemx i wykorzystujac zwiazek

ds V (dy)2
- = 1+ - otrzymamy
dx dx

d2y _ e V . (dY)2.
-- - - 1+-
dx2 t dx

Równanie (4) jest nieliniowym równaniem rózniczkowym, które mozna rozwiazac wykonujac
proste calkowania. Zapiszmy w tym celu równanie (4) w postaci

e ./- dp_ = •.1+p2_,
t dx

gdzie p = p(x) = ~. Calkujac stronami ostatnia równosc dostajemy zwiazek
dx

~y'1+p2 dp = ~ ~ dx.
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Uklad wspólrzednych wprowadzilismy tak, ze dlax == O jest:

p = ~ = tg<x= O. Zatem w równaniu (5) mamy C= O i wobec tego
dx

(6) -- !!..."p+ Vl+p2 = e t •Rys. 2
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(5) ln(p+ V1+p2) = ~x+C.t
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Rys. 3 Rys. s

Slimak Pascala spelniajacy warunekl = 20 nosi nazwe kardioidy. Jedna z czesci mechanizmu
podnoszacego i opuszczajacego semafor ma ksztalt slimaka Pascala, dla któregoa < l <2a.
W rezultacie predkosc ramienia semafora osiaga maksymalna wartosc nie na koncu, lecz

w srodku ruchu ramienia, tj. dlaa. = 11:/4, (rys. 5). Inaczej. mówiac, dzieki slimakowi ramie
semafora jest hamowane lagodnie.
Inne efektowne zastosowanie znalazl slimak Pascala w maszynie do szycia - w urzadzeniu do
nawijania nici na szpule czólenka. Zamienia on tam ruch obrotowy na ruch jednostajny
prostoliniowy.
Ogólniej, rozpatrywac mozna krzywe, które powstaja przez powiekszanie i zmniejszanie o dany
odcinek l promienia wodzacego kazdego punktu pewnej ustalonej krzywej zwanej krzywa bazowa.
Krzywe takie nazywa sie konchoidami (od greckiego konchoeides - podobny do muszli). Tak wiel
slimak Pascala jest konchoida, której krzywa bazowa jest okrag. W przypadku, gdy krzywa
bazowa jest prosta, otrzymujemy tzw. konchoide Nikomedesa (rys. 6).

x2
Lezy ona powyzej paraboliy = 0+ -- . W poblizu punktu (O, o) odleglosci odpowiednich

2a

punktów linii lancuchowej i paraboli sa niewielkie, natomiast powiekszaja sie, gdy oddalamy sie
od tego punktu.

Dotychczas mówilismy o krzywej nie okreslajac, co to takiego jest. Choc próby zdefiniowania
krzywej byly czynione jeszcze w starozytnosci, dopiero wybitny mysliciel francuski Rene
Descartes (Kartezjusz) podal oparte na wprowadzonym przez siebie pojeciu wspólrzednych
zadowalajace jej okreslenie.

Niech x, y beda wspólrzednymi punktu na plaszczyznie. Zbiór punktów(x,y) nazywac bedziemy
krzywa, jezeli ich wspólrzedne spelniaja zwiazekF(x, y) = O. Funkcja F dwu zmiennych x i y
moze byc dowolna; jezeli jest wielomianem stopnian, to krzywa nazywamy algebraiczna stopnian.
Krzywe niealgebraiczne nazywamy przestepnymi. Zgodnie z ta definicja linia lancuchowa jest
krzywa przestepna.

Przykladem krzywej algebraicznej jest tzw. slimak Pascala. Jest to krzywa stopnia czwartego
okreslona równaniem

(x2-y2_2ax)2_i2(x2+y2) = O.

Stale a i l maja nastepujaca interpretacje geometryczna. Rozpatrzmy w kartezjanskim ukladzie
wspólrzednych x, y okrag o promieniu a i srodku w punkcie (a,O). Promieniem wodzacym
dowolnego punktu P z tego okregu bedzie wektorOP. Ustalmy l jako dlugosc pewnego odcinka,
(rys. 3). Slimakiem Pascala dla tak ustalonycha i l bedzie zbiór punktów, który otrzymuje sie
przez powiekszenie i zmniejszenie promienia wodzacego kazdego punktu okregu o odcinek
dlugosci l. Zbiór punktów, który otrzymuje sie przez dodawaniel (punkty oznaczone indeksem l)
nazywa sie galezia zewnetrzna, natomiast zbiór punktów otrzymany przez odejmowaniel
(punkty oznaczone indeksem 2) nazywa sie galezia wewnetrzna. Rysunek 3 przedstawia slimaka
Pascala w przypadkuo> l. Gdy o < J < 2a, l = 2a i l> 2a slimaki Pascala maja ksztalt jak
na rys. 4.

("X)

o - --

Y=T ell.+e a.

Jej wykres przedstawia rys. 2.

Przyjmijmy teraz, ze dlugoSC odcinkaOA równa jest ~ = o, wtedy dla x = O, Y = o
(}

i z równania (7) mamyCt = O. Poszukiwana krzywa, nazwana linia lancuchowa, ma równanie

(7)

Latwo sprawdzic, ze

p=~=~(e-1Xdx 2

jest rozwiazaniem równania (6). Rozwiazanie to calkujemy wzgledemx i dostajemy
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Nikomedes. zyl w III wieku p.n.e., matematyk

grecki, rozwiazal zagadnienie trysekcji kata

(konstrukcyjnego podzialu dowolnego kata na
3 równe cz~ci). Omawiana konchoida

wynaleziona byla przez niego.

Rys .•

Blaise Pascal (1623-62), francuski fizyk,
matematyk, pisarz i filozof. Sformulowal

zasade indukcji matematycznej oraz czesc
podstaw rachunku prawdopodobienstwa,

badal zjawiska cisnienia atmosferycznego,
prekursor rachunku rózniczkowego.
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Rys. 7

Wyobrazmy sobie teraz, ze po plaszczyznie porusza sie punkt. Intuicyjnie wiemy, co to znaczy,
ale jak to wyrazic analitycznie? Otóz, niech(to, tl) bedzie pewnym przedzialem (skonczonym
lub nie), którego punkty t nazywac bedziemy czasem. Jezeli wspólrzednex,y sa ciaglymi funkcjami
czasu: x = x(t), y = y(t), to zaleznosc te nazywac bedziemy ruchem punktu. Poruszajacy sie

punkt wyznacza zbiór {(X(t), y(t)},e(,o' '1>' który nazwiemy torem albo krzywa punktu.

Rugujac czas z równanx = X(t), y = y(t) otrzymamy zwiazekF(x, y) = ° identyczny
z równaniem definiujacym krzywa w sensie Kartezjusza.
Rozpatrzone krzywe: linia lancuchowa i slimak Pascala sa torami punktu w podanym wyzej

a(' _')sensie. Zapisac je bowiem mozna w postacix = t,Y ="2 e " - e /I (linia lancuchowa),

x = a cos2t+l cost, y = a cost sint+l sint (slimak Pascala). Innym przykladem toru punktu jest
lisc Kartezjusza (rys. 7), okreslony równaniami

3at 3at2
(8) x(t) = --, y(t) = --, a> O, t,p-1.

1+t3 1+t3

Krzywa ta ma asymptote o równaniux+ y+a = O. Przy t -+ ± 00 obie wspólrzedne x(t) i y(t)
daza doO. Punkt (0,0) otrzymuje sie wiec dwukrotnie dlat = ° i t = 00.Gdy t zmierza od -00
do -1, to punkt (x, y) wychodzac z punktu (0,0) oddala sie po prawej galezi do nieskonczonosci,
gdy t zmienia sie od -1 do 0, to punkt ten wraca z nieskonczonosci po lewej galezi do punktu
(0,0), wreszcie przy wzrastaniut od ° do + 00 punkt przebiega petle w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazówek zegara. Rugujac z równan (8) czas otrzymujemyx3+ y3-3axy = O.

Zwiazek ten pochodzi od Kartezjusza, który zastanawial sie (1638) nad ksztaltem krzywej, dla
której suma objetosci szescianów utworzonych z odcinków o dlugosciach równych wspólrzednym
punktu (x, y) jest równa objetosci prostopadloscianu utworzonego z odcinków, których·
dlugosci sa równex,y oraz pewnej stalej. Niedlugo potem znaleziono fragment tej krzywej,
mianowicie srodkówa petle, i nazwano ja "lisciem jasminu". Pelny wykres liscia podali Huygens
i Bernoulli. Nazwa lisc Kartezjusza utrwalila sie dopiero na poczatku XVIII wieku.

Przedstawione krzywe sa krzywymi plaskimi. Podane definicje mozna zmodyfikowac tak, aby
opisywaly krzywe przestrzenne. Istnieje wiele interesujacych przykladów opisujacych ruch
w trójwymiarowej przestrzeni fizycznej, ale do tych problemów powrócimy innym razem.

Rysujemy konchoidy
gwózdz\

Wytnijcie ze sklejki (0,5 do 1,0 cm) ksztalt jak na rysunku. Otrzymany przyrzad jest
najprostszym konchoidografem, a wiec sluzy do rysowania konchoid .

1
Gdy gwózdz wbijemy w O, to ~ 308= -- II.
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Potrzebny nam jeszcze bedzie gwozdzik o duzym lepku (np. tapicerski lub papowiec) i kawalek
plyty (lub stól sosnowy, w który wolno nam wbijac gwozdzie), jako podkladka. W jednym
z otworów konchoidografu mocujemy olówek, w drugi wkladamy wypisany juz dlugopis. Na
podkladce kladziemy arkusz papieru z narysowana linia, dla której chcemy narysowac konchoide
i przypinamy go pineskami. Nastepnie wbijamy gwozdzik tak, zeby pod jego lepek mozna bylo
wsunac wyciecie konchoidografu. Gdy bedziemy wodzili dlugopisem po linii, olówek narysuje
nam jedna galaz konchoidy. Po zamianie miejscami olówka i dlugopisu uzyskamy druga galaz.
Na pewno kazdy zauwazyl, ze nie mozna takim konchoidografem narysowac kazdej konchoidy.
Mozna jednak z cienkiej blaszki wykonac lepszy. Sadze, ze rysunek wystarczy jako objasnienie
jak to zrobic.
A czy umielibyscie zrobic konchoidograf rysujacy od razu obie galezie konchoidy (czyli na dwa
olówki)?
Jest rzecza ciekawa, ze konchoidografem mozna wykonac tzw. konstrukcje platonskie (patrz
artykul M. Brynskiego »Delta« 6/1976). Obok podajemy konstrukcje podzialu kata na trzy
równe czesci. Potrzebna do tego jedna (zewnetrzna) galaz konchoidy prostej (czyli konchoidy
Nikomedesa). Sprawdzcie, ze konstrukcja jest poprawna.
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