
Fizyka wspomaga geometrie Zbigniew OGIELSKI

W momencie pisania artykulu autor byl
uczniem III kl. 1;0 im. M. Konopnickiej
w Inowroclawiu.
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Matematyka jest nauka, któraw rozwoju swoich metod z reguly nie korzysta z osiagniec zadnych
innych nauk. Niejednokrotnie jednak przy rozwiazywaniu zadan mozna skorzystac ze zdobyczy
innych nauk, przez co rozwiazania mozna uproscic lub urozmaicic.
Na podstawie kilku przykladów pragne pokazac, w jaki sposób mozna wykorzystac wlasnosci
srodka ciezkosci do rozwiazywania zadan z geometrii.
W rozwazaniach naszych bedziemy korzystali ze znanego i latwego do udowodnienia twierdzenia:
"Jezeli w danym ukladzie punktów At.Az, ... , A. o masach mt, mz, , m. zastapimy punkty
At, Az, , Ak ich srodkiem ciezkosciT nadajac mu masemt +mz + +mk' to uklad punktów
T, AHt, , A. ma ten sam srodek ciezkosci, co uklad dany".
Bedziemy tez korzystac z faktu, iz srodkiem ciezkosci dwóch punktówA i B o masach a i b jest

AS b
taki punkt S odcinka AB, ze -- = - .

SB a

. Wykorzystujac wlasnosci srodka ciezkosci udowodnimy teraz kilka manych twierdzen o trójkacie,
a takze wyprowadzimy pewne wzory, mogace sie przydac przy rozwiazywaniu zadan.

Zadanie 1. Udowodnic, ~. t~zy dwusieczne katów wewnetrznych w trójkacie przecinaja sie
w jednym punkcie.

Rozwiazanie. Niech w trójkacieABC o bokach dlugoscia, b, c:
dwusieczna 1:A przecina bok o dlugoscia w punkcie A',
dwusieczna 1:B przecina bok o dlugoscib w punkcie B',
dwusiecma 1: C przecina bok o dlugoscic w punkcie C'.

Umiescmy w punktach A, B, C odpowiednio masya, b, c. Niech srodkiem ciezkosci ukladu
punktów A, B, C bedzie punkt O. Poniewaz z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego

AC' b n
Wtrójkacie mamy -- = - , wiec punkt C' jest srodkiem ciezkosci masa i b w punktach A i B.

C'B a

Zatem jezeli w punkcie C' umiescimy masea+ b, to srodek ciezkosci punktów C' i C bedzie sie
pokrywal z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC'. Analogicznie dowodzimy, ze
punkt O nalezy do odcinków AA' i BB'. Zatem odcinki AA', BB' i CC' przecinaja sie w punkcieO.

c.n.d.

Obliczymy jeszcze w jakich stosunkach dziela sie dwusiecme katów wewnetrznych w trójkacie.
Jak udowodnilismy wyzej, dwusieczne katów wewnetrznych trójkataABC przecinaja sie
w punkcie O. Mamy wiec obliczyc w jakich stosunkach punktO dzieli dwusiecme AA', BB', CC'.
Poniewaz punkt O jest srodkiem ciezkosci masc i a+b umieszczonych w punktach C i C' zatem:

CO a+b

OC' --c-
Analogicznie znajdujemy:

AO b+c-----
OA' a

BO a+c--=--
OB' b

tg1:A+tg1:C

tg 1:B
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Zadanie 2. W jakim stosunku przecinaja sie wysokosci w trójkacie ostrokatnym?

Rozwiazanie. Niech w trójkacieABC odcinkI AA', BB' i CC' beda wysokosciami tego trójkata.
UmieSCmy w punktach A, B, C odpowiednio masy tg 1:A, tg 1:B, tg 1: C. Niech srodkiem
ciezkosci ukladu punktówA, B, C bedzie punkt O.

CC' CC' AC' tg 1:B
Poniewaz tg 1:A = -- i tg 1:B = -- WieC-- = -- zatem punkt C' jest srodkiem

AC' C'B' C'B tg1:A
ciezkosci mas tg 1:A i tg 1:B w punktach A i B.
UmieSCmy zatem w punkcie C' mase tg 1:A + tg 1:B. Wtedy srodek ciezkosci punktów C i C'
pokrywa sie z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC'. Analogicznie dowodzimy,
ze punkt O nalezy do odcinków AA' i BB'. Zatem odcinki AA'; BB' i CC' przecinaja sie

w punkcie O..
Wykazalismy, ze punktO jest srodkiem ciezkosci mas tg 1:C i tg 1:A + tg 1:B w punktach C iC'.
Zatem

.CO tg 1:A+tg 1:B

OC' tg 1:C

AO tg 1:B+tg 1:C BO

Analogicznie dowodzimy, zeOA' = tg 1:A ' OB'

Uogólnieniem zadan 1 i 2 jest nastepujace zaaanie:
Zadanie 3. Niech w trójkacieABC na bokach AB, BC, CAbeda dane odpowiednio punkty
C', A', B' takie, ze

AC'

C'B = kt,

BA'

A'C = kz

CB

B'A = k3

Udowodnic, ze odcinkiAA', BB', CC' przecinaja sie w jednym punkcie. W jakich stosunkach
dziela sie te odcinki?
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Rozwiazanie. Umiescmy w punktachA, B, C odpowiednio masy l, ki, ki .k2• Niech punkt O
bedzie srodkiem ciezkosci ukladu punktówA, B, C.

1 CB'
Poniewaz ki .k2 • k3 = l, wiec k3 = -- zatem -- = --.

kIk2 B'A klk2
AC' .

Poniewaz -- =kI wiec punkt C' jest srodkiem ciezkosci mas 1 i ki w punktachA i B. Zatem
C'B

jezeli w punkcie C' umiescimy mase 1+kI, to srodek ciezkosci punktówC i C' bedzie sie
pokrywal z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC'. Analogicznie z równosci
BA' . k2kI CB' 1 .....
-- = -k2 = -- oraz --- = -. - wmoskUJemy, ze punktO nalezy
A'C ki B'A klk2

do odcinków AA' i BB'. Zatem prosteAA' i BB' oraz CC' przecinaja sie w punkcieO, c.n.d.
Jak juz udowodnilismy, punktO jest srodkiem ciezkosci mas kl'k2 i 1+kiw punktach C i C',

CO 1+kl
zatem--= --

OC' klk2

A

A

Q
D

D

.. BO 1+klk2 AO
Podobme obliczamy _.- = ---, -- =klk2+kl = kl(k2+1)

OB' ki OA'

Rozwiazemy teraz dwa zadania o czworokatach.

Zadanie 4 (XXVI Olimpiada. matematyczna). W czworokacie plaskim wypuklymABCD wybrano
na bokach przeciwleglychAB i CD punkty P i R, zas na bokach przeciwleglychAD i BC

punkty' Q i S w ten sposób, zeA_P_= D_R= a, A_Q_= _B_S= b. Dowiesc, ze jezeliO jest
PB RC QD SC

punktem przeciecia odcinkówPR i QS, to PO = b oraz QO = a.
OR OS

Rozwiazanie. Umiescmy w punktachA, B, C, D odpowiednio masy l,a, ab, b.Poniewaz

BS b' AQ b' kS" dk' "k' .. b k h B . C- = I -- = WieCpun t Jest sro lem CleZ OSCImasa I a w pun tac I,
SC QD

a punkt Q jest srodkiem mas 1 ib w punktach A i D.
Umiescmy zatem w punktachS i Q odpowiednio masya+ab i 1+b. Wtedy srodek ciezkosci
punktów S i Q pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci ukladu punktówA, B, C, D. Zatem srodek
ciezRosci ukladu punktówA, B, C, D lezy na odcinku SQ.
Analogicznie, umieszczajac w punktachP i R odpowiednio masy l+a i b+ab wnioskujemy,
ze srodek ciezkosci ukladu punktówA, B, C, D lezy na odcinku PR. Poniewaz nalezy on
jednoczesnie do odcinkaQS i do odcinka PR, wiec jest nim punkt O. Punkt O jest zatem takze
srodkiem ciezkosci ukladu punktówP, R oraz ukladu punktów S,Q wiec

PO b+ab . QO a+ab
- = --- = b I - = -- = a,
OR l+a. OS l+b c.n.d.

Rozwiazemy teraz zadanie ogólniejsze od zadania 4.

Zadanie 5. W czworokacie plaskim wypuklymABCD wybrano na bokachAB, BC, CD i DA
odpowiednio punkty P, S, R, Q w ten sposób, ze

AP BS CR DQ
-=01, - =02, - =a3, -=-----
PB SC RD QA, al . a2 . a3

Niech punkt O bedzie punktem przeciecia odcinkówPR i SQ.
W jakich stosunkach punktO dzieli te odcinki?

Rozwiazanie. Umiescmy w punktachA, B, C, D odpowiednio masy l,al, al' a2, al' a2' a3·
AP CR a . a . a

Poniewaz - = al i - = a3 = l 2 3 wiec punkt P jest srodkiem ciezkosci mas 1 ial
PB RD ala2

w punktach A i B, a punkt Rjest srodkiem masala2 i ala2a3 w punktach C i D. Umiescmy
zatem w punktach P i R odpowiednio masy 1+al i al a2+al a2 a3·
Wtedy srodek ciezkosci punktówP i R pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci calego ukladu

punktów A, B, C, D. Zatem srodek ciezkosci calego ukladu punktówA, B, C, D lezy na
odcinku PR.
Analogicznie umieszczajac w punktachS i Q odpowiednio masyal +ala2 i 1+ala2a3

dowodzimy, ze srodek ciezkosci calego ukladu punktówA, B, C, D lezy na odcinku SQ.
Poniewaz lezy on tez na odcinkuPR, wiec srodkiem ciezkosci ukladu punktówA, B, C, D jest
punkt O. Punkt O jest jednoczesnie srodkiem ciezkosci mas l+al i al a2 +ala2a3 w punktach
P i R oraz srodkiem ciezkosci masal +al a2 i 1 +al a2a3 w punktach S i Q. Zatem

PO 1+a3 SO 1+ala2a3
- = ala2' -- oraz -- = ----
OR . l+al OQ. al +ala2

Pokazalismy na przykladach, jak mozna stosowac zasady fizyki do rozwiazywania zadan
z geometrii. Zadania te mozna by oczywiscie rozwiazac metoda "czysto matematyczna", która
jednak moglaby byc bardziej skomplikowana (np. zadanie 4 rozwiazalem korzystajac
z twierdzenia Menelausa, co bylo bardzo pracochlonne i wymagalo wielu wyliczen).


