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Program Leibniza
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W kilkanascie lat po opublikowaniu PJzez KartezjuszaRozprawy o metodzie,a wlasciwie
jednego z jej aneksów, nazwanegoGeometria analityczna, Gottfried Leibniz poddal zawarte
w tej pracy idee zdecydowanej krytyce.

Kartezjusz zaproponowal uzywanie w geometrii metod algebraicznych, a wlasciwie sprowadzil
geometrie do roli pewnego dzialu algebry. Za pomoca wprowadzonego przez siebie
pojecia - ukladu wspólrzednych - tlumaczyl wszelkie zaleznosci geometryczne na

zaleznosci liczbowe. (miedzy wspólrzednymi odpowiednich punktów). W ten sposób kazdy
problem geometryczny mógl byc rozwiazany przez rozpatrzenie odpowiedniego problemu
dotyczacego liczb.

Poniewaz metody algebry byly wówczas (wiek XVII) bardzo dobrze juz rozwiniete, a do
metod geometrycznych nie wniesiono wiele od Starozytnosci, wiec zysk, jaki dawalo ujecie
kartezjanskie, byl dla wszystkich oczywisty.
Dokladniej rzecz traktujac: chodzilo o uzywanie w geometrii dzialan, które sa o wiele
bardziej porecznym narzedziem (np.+ czy dla liczb rzeczywistych) niz relacje (takie,
jak np . .L czy II w geometrii). Pomysl, zeby (chcac uzywac dzialan w geometrii) przeniesc
pojecia geometryczne tam, gdzie dzialania juz mamy, odznacza sie prostota wlasciwa dla
umyslu Kartezjusza. Jest to wiec rzeczywiscie dobra demonstracja wartosci jego systemu
filozoficznego.
Leibniz swoja krytyke oparl równiez na argumentach z zakresu filozofii. Uwazal
mianowicie, ze kazda ludzka dzialalnosc winna byc prowadzona za pomoca wlasciwych
dla niej srodków. W szczególnosci wiec geometrie nalezy uprawiac metodami
geometrycznymi. A poniewaz równiez i on uwazal dzialania za bardzo poreczne narzedzie,
wiec postulowal uprawianie geometrii za pomoca dzialan na obiektach geometrycznych.
Ten wlasnie postulat nazywany jest programem Leibniza.
Nikt sie jednak nie kwapil z realizacja tego programu; Metoda kartezjanska byla gotowa
i pelnosprawna, zas pomysl Leibniza mial te wade, ze nawet nie wskazywal kierunku
poszukiwan owych dzialan ani nie sugerowal, jakie maja byc ich argumenty.
Pewna próbe realizacji opisalem w Delcie 6/1977. Podany tam system Bachmanna nie jest
jednak dobra realizacja. Argumentami dzialan, obiektami, o których sie mówi, sa ciagi
prostych. Czy zas ciag prostych jest obiektem geometrycznym to.sprawa dyskusyjna.
Mozna jednak ten program zrealizowac niezbyt wielkim kosztem. Mam nawet propozycje
dla Czytelników: opisze nizej, jak to zrobic, a kazdy uzupelni szczególy.
Ograniczmy sie do przypadku plaszczyzny. Mówic bedziemy o punktach. Obierzmy dwa
z nich i oznaczmy jeo i e. Dzialan bedzie trzy:

a+b = c

wtedy i tylko wtedy, gdy przesuniecieo na a przenosi b na c,

a' b = c

wtedy i tylko wtedy, gdy podobienstwo spiralne (zlozenie obrotu i jednokladnosci o tym
'amym srodku) o srodkuo punktu e na punkt a przenosi b na c,

a=b
a-b

W geometrii rózniczkowej termin .,obiekt

geometryczny" ma scisle okreslone. znacznie
wezsze od potocznego znaczenie. Tu termin
ten jest uz)'wany w potocznym znaczeniu.

o liczbach zespolonych piszemy

w nastepnym numerze Delty.

Naczelny

wledy i tylko wtedy, gdy prosta oe jest symetralna ab. No i zapraszam do pracy: nalezy
dopracowac sie sposobu wyrazenia dowolnej geometrycznej zaleznosci miedzy punktami
w jezyku naszych trzech dzialan.
Wskazówka: Dogodnie jest zaczac od przetlumaczenia na nasze dzialania relacji:a, b, c

tworza kat prosty. To zas najlepiej zaczac od szczególnego przypadku:a, o,c tworza kat
prosty. Przypadek ogólny uzyska sie stad przez dodawanie. Majac zas kat prosty uzyskujemy
pr;zystawanie odcinków korzystajac z tego, ze prostopadle wystawione z konców
(nierównoleglych) odcinków przystajacych przecinaja siew wierzcholkach rombu (a ten ma

prostopadle przekatne). Zaleznosc: punktp nalezy do odcinka ab juz latwo uzyskac: jest
lak wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki punktq, ze katy apq, bpq i aqb sa proste.
A dalej to juz naprawde latwo.
Wyjasnienie 1: Proponowane zajecie jest trudne, ale naprawde ksztalcace.
Wyjasnienie 2: Gdyby punkty plaszczyzny traktowac jak liczby zespolone, to nasze+ i
bylyby dodawaniem i mnozeniem w ciele liczb zespolonych. Ciekawe jednak, ze cialo liczb
lespo(onych jest zbyt slabym narzedziem do opisania plaszczyzny. Trzeba dodac cos
jeszcze, np. sprzezenie - nasz ".

Wyjasnienie 3: Jako aksjomatyke ujetej po leibnizowsku plaszczyzny mozna przyjac
aksjomatyke ciala (+ i .) z inwolucyjnym automorfizmem (") (ta uwaga nie musi byc
dla wszystkich jasna, ale nie jest tez bardzo wazna).
Wyjasnienie 4: Oczywiscie przedstawiona realizacja programu Leibniza nie "zalatwia
sprawy". Niewinne zdanie "ograniczmy sie do przypadku plaszczyzny" nie moze byc
bowiem usuniete. Wiadomo nawet (tw. Frobeniusa), ze nie mozna takiego chwytu
zastosowac w geometrii trójwymiarowej.
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