
Rys. 4. Wykres potencjalu(V+ 1,414) dlal = Y3d.
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Rys. 5. Wykres potencjalu(V+ I) dla 1= v'2d.
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Rys. 6. Wykres potencjalu(V +0,837) dla

1= yI,7d

Znajdujemy stad, ~e dla 6= O
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Mg d(P = }![2-dz '

a wiec dla I > dY-i mamy minimum, zas dlaI < dy"i maksimum.

Natomiast dla cos6= I/dy"i znajdujemy, ze

1 dZV ( [2)
-- -- = 4d 1--- = 4d[1-cosZO] = 4dsinzO > O.
Mg dOz' 2dz

Wynika stad, ze jesli istnieje rozwiazanie równania (b), to opisuje ono zawsze minimum.
Powyzsze wyniki mozna zebrac nastepujaco. Nalezy rozwazyc dwie sytuacje:

(A) I ~ dy"i
oraz

(B) 1< dY"i.
W przypadku (A) istnieje tylko jedno minimum w punkcieO = O. Punkt ten jest wiec punktem
równowagi trwalej. Odpowiadajacy mu stan równowagi ma maksymalna symetrie dozwolona
przez dynamike ukladu. Rozwiazanie to jest w pelni zgodne z nasza fizyczna intuicja.
Natomiast sytuacja opisywana przez przypadek (B) jest diametralnie rózna. Teraz potencjal
ma trzy ekstrema: dwa minima i jedno maksimum. W punkcieO' = O mamy teraz maksimum,
a wiec odpowiadajacy mu stan obdarzony maksymalna symetria jest stanem równowagi nietrwalej.

Punktom 0= ±arc cos(l/dyf) odpowiadaja minima, opisujace stany równowagi trwalej.
Widac od razu, ze stany te maja ubozsza symetrie niz stan dlaO = O. W p9wnym jednak stopniu
odbiciem symetrii wewnetrznej ukladu jest fakt, ze jeden z tych dwóch stanów jest lustrzanym
odbiciem drugiego. Na rysunku 3 przedstawilismy omawiane stany równowagi.
Dla lepszej ilustracji omawianej sytuacji podajemy na rysunkach wykres potencjalu jako funkcji
kata O w trzech omawianych przypadkach.
Przedstawiony na rys. 5 przypadek granicznyI = dy'i opisuje sytuacje, gdy pochodna potencjalu
ma potrójny pierwiastek. Punkt ten nazywany jest punktem bifurkacji, poniewaz wychodza z niego
dwie galezie rozwiazan trwalych.
Chcialbym zachecic Czytelnika do przeprowadzenia doswiadczenia z omawianym tutaj ukladem
dynamicznym. Bedzie ono ciekawa ilustracja teoretycznych rozwazan. Wystepujace dodatkowo
tarcie pozwoli na sprawdzenie, ze stan równowagi nietrwalej jest rzeczywiscie stanem równowagi.

, Na zakonczenie chcialbym podkreslic jeszcze raz fakt pojawiania sie stanów równowagi

o symetrii ubozszej niz maksymalna. Nic przeciez w naszym modelu nie wyróznia ani katów
dodatnich, ani ujemnych. A jednak istnieja stany równowagi trwalej wyrózniajace odpowiednie
znaki. Wynik ten jest zwiazany ze zjawiskiem bifurkacji i moze zachodzic jedynie w teoriach
nieliniowych.

-* Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 151. Udowodnic, ze dla kazdej liczby rzeczywistejx zacbodzi nierównosc2sin x+ 2C05 x ~

~ 21-I!Y2.
Rozwiazanie na str. 6

M 152. Za 10 gwozdzi, 4 haki i 1 nakretke zaplacono 21 zl, za 7 gwozdzi, 3 haki i 1 nakretke-
16 zl. Ile trzeba zaplacic za 1 gwózdz,! hak i 1 nakretke?
Rozwiazanie na str. 6

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

M 153. Dany wypukly kat czwórscienny tak przeciac plaszczyzna, by przekrojem byl
równoleglobok.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 51. Z dzwigu budowlanego urwala sie cienka, wiotka, nierozciagliwa lina, która zwisajac
swobodnie dotykala srodka nieruchomej belki podpartej na obu koncach (rys. 1). Lina spada
tak, jak to pokazano na rysunkach 2 i 3. Masa liny na jednostke dlugosci wynosi1], a jej
dlugosc - 2/. Wiadomo, ze belka peka, jezeli nacisk na jej srodek osiaga wartoscNo. Jaki
warunek musza spelniac parametry1], I i No, aby w czasie spadania liny belka nie pekla?
Uwaga: Zakladamy, ze kazdy element liny po osiagnieciu wlasciwego mu polozenia koncowego
pozostaje nieruchomy.
Rozwiazanie na str. 7
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