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Krzywa trójkatowa Sierpinskiego to zbiór punktów plaszczyzny lezacych
w przekroju ciagu zstepujacego figurTo ::> TJ ::> T2 ::> ••• ,

z których To jest trójkatem równobocznym,Tl powstaje zTo przez usuniecie
wnetrza srodkowego trójkata sposród czterech, równych, na które wczesniej
podzielimy trójkat To, a T2 powstaje zTJ przez dokonanie na kazdym z trzech
skladajacych sie na figure Tl trójkatów operacji dopiero co opisanej; podobnie
dostaje sie dalsze figury ciagu (rys. l).
Figury Tk sa spójne, domkniete i ograniczone; sa wiec kontinuami, wedlug
powszechnie przyjetej terminologii. Przekrój ciagu zstepujacego kontinuów jest
równiez kontinuum. Jest to juz twierdzenie, ale z rodzaju tych, które glosza,
ze jest tak jak sie nam wydaje; zostawmy je wiec bez dowodu, tym bardziej, ze
nie dalismy ani okreslenia spójnosci, ani domknietosci, majac na mysli, ze kazde
z grubsza dobre wyobrazenie o tych pojeciach wystarczy do sledzenia tego tekstu.
Przekrój T figur Tk nie zawiera zadnego (pelnego) krazka: srednica najwiekszego
krazka zawartego w figurzeTk jest nie wieksza niz(1/3)k srednicy trójkata To.
Jest to jeden z powodów, dla którego mówimy oT, ze jest krzywa.

*
Opisana konstrukcja pochodzi z pracy Waclawa Sierpinskiego,,,0 krzywej,
której kazdy punkt jest punktem rozgalezienia",Prace Matematyczno-Fizyczne
27 (1916), str. 77-86.
Przez krzywa rozumie sie zbiór na plaszczyznie, który jest (1) kontinuum nie
zawierajacym zadnego (pelnego) krazka i który jest (2) obrazem ciaglym odcinka
(z koncami), a wiec jest zbiorem opisanym równaniami, w których wystepuja
funkcje ciagle.
W czasach, z których pochodzi praca Sierpinskiego, zbiory na plaszczyznie
majace wlasnosc (1) nazywano krzywymi w sensie Cantora; te, które maja
wlasnosc (2), nazywano krzywymi w sensie Jordana, co prawda juz raczej dla
tradycji, bo wiadomo bylo od dawna (Peano1890), ze kwadrat jest krzywa
w tym sensie. Tytul pracy wskazywal, dlaczego budowana w niej krzywa miala
zaslugiwac na uwage.
Abysmy jednak mogli z wlasnego przekonania ~nac rzecz za ciekawa, powinnismy
najpierw wiedziec, co to jest punkt rozgalezienia.

*

Opiszemy to pojecie, tak jak to robil Urysohn mniej wiecej dziesiec lat pózniej
(P.S. Urysohn,Memoire sur /es mu/tip/icitis CantoriennesII, Verhandelingen
der Koninklijke Akademie van Wetenschappen 13 (1928), str. 1-172).
Punkt p jest punktem (rozgalezienia) rzedu ~n zbioru A, jesli istnieja dowolnie
male otoczenia punktup, których brzeg ma nie wiecej nizn punktów; najmniejsza
z takich liczbn nazywamy rzedem (rozgalezienia) zbioruA w punkciep; jesli
ten rzad jest 3 lub wiekszy, to punkt nazywany jest wprost punktem
rozgalezienia. Chociaz mozna, nie myslmy o rzedach rozgalezienia nieskonczonych.
Wszystkie punkty odcinka sa rzedu 2 lub l (rzedu I sa tylko konce); wszystkie
punkty okregu sa rzedu 2. Najprostsza figura majaca (jeden) punkt
rozgalezienia jest trójnóg (litera Y). Jesli z punktu wychodzin luków, z których
zadne dwa nie -maja poza tym punktem punktów wspólnych, to punkt ten jest rzedu
co najmniej n. Z punktu rzedun nie moze wychodzic wiecej nizn takich luków.
Na krzywej T widac po cztery odcinki wychodzace z punktów bedacych wspólnymi
wierzcholkami trójkatów z figurTk (rys. 2). Sa to punkty rzedu 4, bo sa dowolnie
male otoczenia tych punktów o brzegach (na rysunku symbolizuja je okregi
rysowane linia przerywana) majacych po cztery punkty.
Obwody trójkatów z figurTk sa zawarte w krzywejT. Punkty z tych obwodów
nie bedace wierzcholkami trójkatów z zadnej z tych figur sa rzedu 3. Dwa
odcinki wychodzace z takiego punktu widac; widac takze trzeci luk wychodzacy
z takiego punktu i tworzacy z tymi dwoma odcinkami trójnóg; widac dowolnie
male otoczenia o brzegach majacych po trzy punkty (rys. 3).
Sa punkty krzywejT nie lezace na zadnym z obwodów trójkatów z figurTk' Czy
sa? Zamiast odpowiadac na klopotliwe pytania (chyba niepotrzebne, skoro nie
stawialismy podobnego pytania z okazji poprzednio rozpatrywanych punktów),
pokazmy, na wypadek gdyby takie punkty istnialy, ze sa one rzedu 3. Widac to
z rysunku 4, robionego wedlug tego samego schematu co poprzednie dwa.
Ale sa trzy punkty krzywejT, wierzcholki trójkata To (i to jest juz reszta),
które sa rzedu 2. Sa dwa odcinki wychodzace z takiego punktu i sa dowolnie
male otoczenia ich, których brzegi maja po dwa punkty (rys. 5).
Biorac dwa egzemplarze krzywejT i sklejajac w nich po dwa wierzcholki
w trójkatach To dostajemy krzywa majaca same punkty rozgalezienia;
rzedy tych punktów sa 3 lub 4; punktów rzedu 4 jest tylko przeliczalnie wiele.
Czy istnieje krzywa, której wszystkie punkty sa rzedu 3?
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Niech ABCD bedzie szukanym czworoscianem.
Gdy przez kazda krawedz poprowadzimy
plaszczyzne równolegla do krawedzi
przeciwleglej, otrzymamy szesc plaszczyzn
ograniczajacych równolegloscian. którego
pewnymi wierzcholkami sa punkty
A, B. C, D, konce zas danych odcinków
sa srodkami jego scian.
Zauwazmy. ze kazda para przeciwleglych
krawedzi równolegloscianu jest równolegla
do plaszczyzny zawierajacej dwa dane
odcinki. gdyz prosta laczaca srodki
przeciwleglych scian równolegloscianu
jest równolegla do kazdej innej sciany tego
równolegloscianu.

Czworo~cianspelniajacy warunki podane

w zadaniu mozna wskazac w nastepujacy
sposób: przez konce kazdego danego
odcinka prowadzimy plaszczyzny
równolegle do pozostalych dwóch odcinków.
Otrzymujemy w ten sposób równolegloscian.
Na dwóch przeciwleglych jego scianach
obierzmy dwie nierównolegle przekatne.
Ich konce sa wierzcholkami zadanego
czworoscianu. Zadanie ma wiec (co
najmniej) dwa rozwiazania.

Ze takiej krzywej nie ma, pokazal pózniej Urysohn we wspomnianej juz pracy:
nie ma krzywych majacych ten sam (skonczony) rzad rozgalezienia w kazdym
punkcie, chyba ze ten rzad jest 2.
Dokladniej: jesli krzywa (której kazdy punkt jest rzedu skonczonego) ma
w kazdym punkcie rzad ~n, to sa punkty tej krzywej, w których rzad jest
~ 2n- 2. Dla n = 2 dostajemy znowu liczbe 2, a dlan = 3 liczbe 4. Krzywa

trójkatowa Sierpinskiego daje przyklad na to, ze twierdzenia Urysohna nie
mozna wzmocnic.
Dowód twierdzenia Urysohna (uproszczony przez Parchomienke w ksiazce
"Co tojest linia?", tlumaczenie z rosyjskiego, Warszawa 1961). Przypuscmy,
ze wszystkie punkty krzywej (sa rzedu skonczonego i) sa rzedu< 2n - 2. Wtedy
(*) kazdy zbiór otwarty niepustyU zawiera wraz z brzegiem zbiór otwarty

niepusty o brzegu majacym nie wiecej nizn - l punktów.
Majac teJlrze.~lanke konczymy dowód, budujac ciag zstepujacy zbiorów
otwartych,ri!ep,ustych o srednicach dazacych do zera (rys. 6), takich, ze nastepny jest
zawarty i brzegiem w poprzednim i te brzegi maja nie wiecej nizn - l punktów.
Punkt wspólny tych zbiorów jest rzedu ~n - l ; sprzecznosc.
Dowód przeslanki(*). Niech p E U. Poniewaz punkty krzywej sa wszystkie
rzedu skonczonego, wiec istnieje otoczenieW punktu p o brzegu skonczonym
i zawarte wU wraz z tym brzegiem. Niechq bedzie punktem na brzegu zbioruW
(rys. 7). Istnieje otoczenieV' punktu q, zawarte wraz z brzegiem wU, nie zawierajace
innych niz'q punktów brzegu zbioruW i którego brzeg ma mniej niz2n - 2
punktów (zalozenie przeslanki(*)). Zbiór V' rozpada sie po odjeciu punktu
q na dwie czesci otwarte niepuste. Na brzegu obu tych czesci jest razem (nie
liczac punktu q) mniej niz 2n - 2 punktów. Stad, na brzegu jednej z nich jest
(razem z punktemq) nie wiecej nizn -1 punktów. Ta wlasnie czesc jest
szukanym zbioremV.

*

Rozwazmy w przestrzeni czworoscian foremny. Podzielmy go na równe
czworosciany o srednicy dwa razy mniejszej i zostawmy tylko te przy wierzcholkach.
Postepujac tak dalej, dostaniemy jako pozostalosc kontinuum, które we wszystkich
punktach jest rzedu 4 i 6 z wyjatkiem wierzcholków wyjsciowego czworoscianu,
które sa rzedu 3. Jest to przestrzenny odpowiednik krzywej trójkatowej
Sierpinskiego. Sklejajac ze soba po dwa punkty rzedu 3 dostaniemy kontinuum,
którego wszystkie punkty sa rzedu 4 i 6.
Pokazuje to niemozliwosc wzmocnienia twierdzenia Urysohna takze dlan = 4.
Rzecz dzieje sie w przestrzeni, wiec kryterium(1) nie moze byc zastosowane,
aby orzec, ze dostalismy krzywa. Ale zobaczmy, ze nie dostalismy ani bryly,
ani powierzchni. Wk-tym kroku konstrukcji mamy figure, która jest suma
czworoscianów o srednicy(1/2)k polaczonych ze soba wierzcholkami i figura
ta rozpada sie na te czworosciany po usunieciu tych (skonczenie wielu)
wierzcholków. Figura ta nie moze wiec zawierac zadnej bryly ani powierzchni
(w jakimkolwiek mozliwym do przyjecia znaczeniu) o srednicy wiekszej niz
(1/2)k. Stad, przekrój tych figur nie moze zawierac zadnej bryly ani powierzchni.
To samo mozna zrobic dla kazdegon, w n -1 wymiarach, i dostac krzywe
(dopuscmy to slowo), których wszystkie punkty sa rzedun i 2n-2 ..

*

Pozostalo do pokazania, ze krzywa trójkatowaT jest obrazem ciaglym odcinka.
Dowód, który podaje Sierpinski, sparafrazujemy w sposób znany z poprzedniego
artykulu w Delcie 7/1977.
Rozetnijmy figure Tl w jednym z punktów wierzcholkowych nie bedacym
wierzcholkiem trójkataTo. Powstaje girlanda zlozona z trzech trójkatów (rys. 8).
Kazdy z tych trzech trójkatów rozetnijmy podobnie, ale tak, by powstala
girlanda 9 trójkatów; mozna to zrobic np. tak, jak na rysunkrl 9.
Potem z tych trójkatów dostaniemy girlande zlozona z 27 trójkatów; przy
rozcinaniu trójkatów mozna trzymac sie takiej reguly: trójkaty przecinamy na
bokach majacych punkty wspólne z trójkatami sasiednimi; jedynie w przypadku
skrajnych trójkatów regula ta nie jest jednoznaczna.
Postepujac tak dalej, dostajemy w granicy (jakiej i jakim prawem?) luk, który
po sklejeniu go z powrotem daje znów krzywa trójkatowa. Nie sklejamy przy
tym wiecej niz po dwa punkty. Krzywa trójkatowa jest wiec obrazem ciaglym
luku, a wiec i odcinka, otrzymanym przez odwzorowanie o krotnosci nie
wiekszej niz 2..

2



Rozwiazanie zadania F 54

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze zderzenie

nie jest sprezyste, gdyz po takim zderzeniu
kulki 2 i 3 powinny byc nieruchome,

a kulka l powinna poruszac sie z predkoscia

7 cm/s. Nie zawsze jest to jednak prawda,
a jedynie wtedy, gdy cale zderzenie mozna

uwazac za dwa oddzielne, kolejno zachodzace
sprezyste zderzenia "dwukulkowe" . Taka

sytuacja zdarza sie czesto, ale zalezy to od

czasu trwania pojedynczych
zderzen. W przypadku

ogólnym jako kryterium sprezystosci

pozostaja jedynie zasady zachowania pedu

ienergii kinetycznej. W rozwazanej Sytuacji
maja one postac:

mtJ = mUl +mV2 +mv3.

mv1 mvi mvi mvi
-2-= -2-+ 2 + -2-

istanowia uklad tylko dwóch równan

z trzema niewiadomymi. Tak wiec

w ogólnosci stan ~oncowy zderzenia
z udzialem wiecej niz dwóch kulek nie daje
sie jednoznacznie przewidziec. Podane zas

w tresci zadania predkosci kulek spelniaja
oba powyzsze równania. Rozpraszanie
jest wiec sprezyste.

*

Jesli w krzywej trójkatowej zaszyjemy dziury, to dostaniemy pelny trójkat.
To brzmi nawet prawdopodobnie, ale nie kazde zszywanie jest dobre.
Opiszemy zaszywanie trójkata usunietego w pierwszym kroku konstrukcji.
Wystarczyloby opisac zszywanie obwodu, ale opiszemy zaszywanie calego
trójkata.
Dzielimy trójkat na cztery równe trójkaty (rys. 10). Srodkowy trójkat redukujemy
do punktu. W pozostalych trzech redukujemy do punktów odcinki równolegle
do boków srodkowego trójkata. Wierzcholki trójkata nie zostaly zszyte
z innymi punktami. Jesli zaszyjemy w ten sposób wszystkie pousuwane
trójkaty, to postapimy tak, jak bysmy odwzorowali w sposób ciagly (nie tylko
to przyjmiemy teraz na slowo) trójkatTo na figure powstala z niego przez
zredukowanie do punktów wszystkich trójkatów i odcinków, na które zostaly
porozbijane pousuwane trójkaty. Zauwazmy, ze punkty na obwodzie trójkata
To nie zostaly zszyte z zadnymi innymi, a zaden ze wspomnianych trójkatów
i odcinków nie rozspaja trójkataTo.
Jedno z ciekawszych twierdzen topologii plaszczyzny, twierdzenie Moore'a
(w pelnej ogólnosci i z odnosnikiem do oryginalnej pracy Moore'a z r. 1920 mozna
znalezc w ksiazce Kuratowskiego,Topology II, Warszawa 1968, str. 533), pozwala
na konkluzje, ze powstala figura jest zbiór homeomorficzny z (pelnym)
krazkiem, a wiec takze i z trójkatemTo.
W prawdziwosc konkluzjj latwo.§je 'Y~rzy, czujac w palcach rezultat
zszywania trójkataTo. Oczywisto$c twierdzenia Moore'a jest jednak zdradliwa:
trójwymiarowy analogo~':ze zlepianiem w punkty luków nie rozspajajacych
(pelnej) kuli, jest falszywy. Otrzymany przez zszywanie krazek jest obrazem
takze krzywejT, bo elementy rozbicia maja punkty na krzywejT, a ze kazdy
ma ich nie wiecej niz trzy, wiec krazek jest obrazem (ciaglym) krzywej
trójkatowej przez odwzorowanie krotnosci nie wiekszej niz 3.
Autor artykulu nie wie, czy krzywa trójkatowa mozna odwzorowac w sposób
ciagly na krazek przez odwzorowanie krotnosci nie wiekszej niz 2.
Spójrzmy, jak wyglada krzywaT po zszyciu (rys. 12). Usuniete trójkaty staly
sie trójnogami o srednicach dazacych do zera wraz ze srednicami odpowiadajacych
im trójkatów.
Punkty rozgalezienia trójnogów, to srodkowe czesci usuwanych trójkatów.

*

Przez zlozenie opisanych odwzorowan, odcinka na krzywaT i krzywej T na
krazek, dostajemy odwzorowanie (ciagle) odcinka na krazek.
Co do krotnosci jest nieco gorsze niz oryginalne odwzorowanie Peany, które
ma krotnosci 1,2 i 4 (o odwzorowaniach Peany - zob. artykul w Delcie
7/1977). To, ktore dostalismy, ma wszystkie krotnosci od l do 4.
Zobaczymy to. Punkty krzywejT lezace na obwodach usuwanych trójkatów
sa wartosciami krotnosci l lub 2 odwzorowania odcinka na krzywaT i tylko
one sa zszywane; wartosci krotnosci 2 jest jedynie przeliczalnie wiele: sa to
punkty, w których robilismy rozciecia. Zszywamy konce odcinków rozbicia
(rys. 11) i wtedy zszywamy dwie wartosci krotnosci nie wiekszej niz 2, ale
zdarza sie przy tym zszyc punkt krotnosci 2 z punktem krotnosci l (punkty
p i q z rys. 11), otrzymujac wartosc krotnosci 3 odwzorowania zlozonego.
Zszycie wierzcholków trójkata redukowanego do punktu daje punkt krotnosci
4 odwzorowania zlozonego, bo (trzeba to zauwazyc) zszywa sie wtedy jeden
punkt krotnosci 2 z dwoma punktami krotnosci 1. Odwzorowanie zlozone
ma jeszcze krotnosci 2 i l, ale i tak pokazalismy juz, ze otrzymalismy
odwzorowanie nie lepsze niz Peany, wiec oszczedzmy sobie dowodu, w którego
wyniku nie jestesmy zainteresowani.
Pokazemy za to jak, zmieniajac nieco sposób zaszywania usunietych trójkatów,
dostac odwzorowanie (ciagle) odcinka na krazek, majace krotnosci 1, 2 i 3,
z przeliczalna iloscia punktów krotnosci 3, wiec nie gorsze niz odwzorowanie
Pólyi (przypomniane w Delcie 7/1977). Obnizenie krotnosci, podobnie jak
u Pólyi, bedzie otrzymane kosztem symetrii.
Kazdy z usunietych trójkatów dzielimy na cztery trójkaty przez wpisanie
trójkata tak, aby jego wierzcholki byly krotnosci l, a odcinki równolegle do jego
boków (rys. 13) nie laczyly punktów krotnosci 2 z punktami krotnosci 2 z obwodu
usunietego trójkata. Trójkat tak wpisany sie znajdzie, bo punktów krotnosci
2 jest jedynie przeliczalnie wiele (jest to wskazówka do dowodu, którego dobre
wykonanie moze dac nawet pewna satysfakcje). Zszywanie robimy jak poprzednio.
Otrzymujemy krazek, który jest teraz obrazem odcinka przez odwzorowanie
krotnosci nie wiekszej niz 3 (rys. 14).
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