
Modele matematyczne ijak z nich skorzystac

Pro! dr Tadeusz Traczyk
Jesli jest prawda, ze motorem ludzkiej dzialalnosci jest pragnienie szczescia, to owo
szczescie ma tysiac twarzy - kazdy je widzi inaczej i nikt nie poznal jego istoty.
Stad wielosc dróg, na których czlowiek próbuje realizowac swoje dazenie do
szczescia. Stad takze wielosc kultur i mozliwych cywilizacji. Prawdopodobnie
gdzies w basenie sródziemnomorskim w czasach zamierzchlych zrodzila sie
i opanowala ówczesnego czlowieka idea podporzadkowania sobie przyrodyi przetwarzania jej na uzytek swojej wizji szczescia. Idea ta, idea wladania
srodowiskiem, stala sie zapewne korzeniem cywilizacji, która dzis dominuje
w naszym swiecie.
Okazalo sie jednak szybko, ze przyroda rzadza prawa, które nie sa podlegle woli
czlowieka: "Aby wladac przyroda, trzeba jej byc poslusznym" powiedzial
Franciszek Bacon, jeden z pierwszych wielkich empiryków Odrodzenia. Stalo.sie
jasne, ze poznanie praw przyrody jest koniecznym warunkiem opanowania jej.
Badania podstawowe - odkrywanie praw rzadzacych przyroda - znalazly
spoleczne uzasadnienie i nobilitacje w europejskich kregach cywilizacyjnych.
Niemniej poszukujac goraczkowo doraznych korzysci ekonomicznych,
praktycznych, czesto jeszcze zapominano o niezbywalnych wartosciach tych badan
nazywanych dla kontrastu teoretycznymi. Nawet Stanislaw Staszic - otwierajac
szkole przygotowawcza do Instytutu Politechnicznego w Warszawie w 1826
roku - powiedzial: "Uczony teoretyk moze byc jeszcze prózniakiem, jeszcze tylko
spoleczenstwa ciezarem. On równie jak jego nauki bez celu bedac, stanie sie
w towarzystwie albo nudnym, albo z zbytnia o sobie zarozumialoscia
niespokojnym. Lecz ten uczony, który przez zastosowanie swoich nauk
i umiejetnosci do wzrostu krajowych dostatków, do rozwijania narodowego
przemyslu, ten bedzie obywatelem uzytecznym, ten stanie sie wspólpracownikiem
kolo wszelkiego zamiaru spolecznienia sie ludów, kolo powszechnego dobra"
(Gazeta Warszawska,nr 5, 9.1.1826).
Matematyka byla od czasów starozytnych uznanym narzedziem czlowieka w jego
staraniach o wladanie przyroda. Jej odkrycia czesto wyprzedzaly postep w innych
dziedzinach wydajac sie przez to nieuzytecznymi. Prawdziwy i szybki jej rozwój
nastapil jednak dopiero w czasach nowozytnych wraz z rozwojem nauk
empirycznych - z nich glównie czerpala swoje problemy obdarzajac je wzamian
nowymi metodami badawczymi. Obdarzajac tak hojnie, ze nazwano ja królowa
nauk. ,
Zawsze tak sie dzieje, ze im doskonalsze czlowiek stworzy sobie narzedzie pracy,
tym trudniejszej jest poddawany próbie. Próbie sprostania nowej jakosci -
wykorzystania wszystkich walorów nowego narzedzia. Walorów, których tworzac
je nawet nie przeczuwal. Matematyka jest narzedziem bardzo wymagajacym.
Jesli pojecia sa scisle zdefiniowane, zalozenie precyzyjnie sformulowane, to -
dopiero wówczas - stosujac uznane przez logike reguly wnioskowania matematyk
moze wyprowadzac nowe tezy zwane zwykle twierdzeniami. Poprawnie
wyprowadzone tezy moga sie okazac falszywe jedynie wtedy, gdy falszywe sa
zalozenia, z których je wyprowadzono. Takie postepowanie nazywa sie dedukcja.
Rozumowanie dedukcyjne jest trudne, dlatego tez definicje i zalozenia powinny
byc mozliwie najprostsze i w niewielkiej liczbie. Stad pochodzi koniecznosc
upraszczania i pewnej idealizacji stawianych przed matematykiem problemów,
tzn. koniecznosc pomijania mniej waznych zalozen i szczególów, upraszczania
innych, i tym podobnych zabiegów. Nazywa sie to budowaniem matematycznego
modelu dla okreslonego fragmentu rzeczywistosci fizycznej. Jest to krytyczny
etap stosowania matematyki: jesli bowiem model zostal zle dobrany, to chocby
do dedukcji uzyto potem najpiekniejszej i najbardziej zaawansowanej
matematyki, jej wyniki - choc spelnione w tym modelu - sa bez zadnej wartosci
dla tego fragmentu swiata, którego maja dotyczyc. Gorzej: bardzo czesto
prowadza korzystajacego z nich czlowieka na manowce falszywych konkluzji
i falszywych decyzji.
Czasem bywa inaczej: matematyczny model pasuje jak ulal do niewielkiego
fragmentu rzeczywistosci fizycznej, a przestaje pasowac, gdy ten fragment
powiekszymy. Slowo "powiekszymy" nie dotyczy oc!leglosci elementów, chodzi
raczej o rozszerzenie zakresu badan np. o przejscie od badan wlasnosci fizycznych
pewnych obiektów do badania ich skladu chemicznego lub jeszcze glebiej -
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byl najmniejszy. Przy tym nalozone sa ograniczenia

z uwagi na dzienna wydajnosci-tej kopalni (i = 1,2, ... ,m) oraz wymagania

. do badania czastek elementarnych, z których sa zbudowane. Z takiego modelu
mozemy z powodzeniem korzystac, jesli uwzglednimy jego ograniczenia,
Np. wprowadzona przez Euklidesa geometria przestrzeni trójwymiarowej przez
dwa tysiace lat byla doskonalym modelem fizycznej przestrzeni, w której wszyscy
zyjemy i poruszamy sie. Nie wyobrazano sobie nawet, ze moze byc inaczej.
Jedynie wsród matematyków pewien niepokój wzbudzal slynny V postulat
Euklidesa mówiacy, ze w plaszczyznie wyznaczonej przez dana prostal i dany
punkt A nie lezacy na prostejl istnieje co najwyzej jedna prosta przechodzaca
przez A i nie przecinajaca prostejl. W równowaznej postaci pewnik ten brzmi:
suma katów trójkata plaskiego jest równa sumie dwóch katów prostych.
Podejrzewano, ze ten pewnik jest konsekwencja pozostalych postulatów
Euklidesa. Podejmowane wielokrotnie próby dowodu nie udawaly sie. I nie mogly
sie udac, poniewaz w XIXW. pokazano, ze V postulat nie jest konsekwencja
pozostalych. Powstaly wtedy nowe geometrie, w których ten pewnik zostal
odrzucony: geometria Lobaczewskiego i ogólniejsza od niej geometria Riemanna.
Mozna bylo sadzic, ze sa to czysto myslowe konstrukcje nie majace zastosowania
w naukach empirycznych.
I oto w 1913 roku Albert Einstein oglosil swoja slynna szczególna teorie
wzglednosci a potem ogólna teorie wzglednosci, poddajac rewizji podstawowe
zasady fizyki. W tych pracach Einstein przyjal wlasnie riemannowski model
czterowymiarowej przestrzeni; trzy wymiary okreslaly· polozenie, czwartym
wymiarem byl czas: kazdemu zdarzeniu w swiecie fizycznym odpowiadal punkt
w tej przestrzeni. Teor,ia wzglednosci swietnie wyjasnia wynik róznych
eksperymentów; dotychczas nie zostala obalona. Przeciwnie, potwierdzily ja
specjalnie przeprowadzone doswiadczenia, np. w dziedzinie fizyki czastek
elementarnych i jadra atomowego, a takze w astronomii. Okazalo sie, ze dla
tych dziedzin geometria Euklidesa nie jest "dobrym" modelem przestrzeni
fizycznej. Warto zwrócic uwage, na to, ze w opisie zjawisk fizyki klasycznej, np.
w dynamice lub kinetyce ciala stalego fizyka Einsteina nie rózni sie od fizyki
Newtona. Dlatego tez geometria Euklidesa byla "dobra" dla tej fizyki.
Koniecznosc idealizacji i uproszczen wystepuje takze w procesie tworzenia
znacznie bardziej szczególowych modeli matematycznych dla konkretnych
zagadnien technicznych lub ekonomicznych i podobne powstaja tu
niebezpieczenstwa. Mówil o tym prof. dr Andrzej Wierzbicki w wykladzie
inauguracyjnym w Politechnice Warszawskiej lX1976 r. w nastepujacych
slowach: "Uzytkowy model matematyczny dla danego problemu jest czesto
z natury rzeczy niedokladny i wymaga weryfikacji w oparciu o dane pomiarowe.
Bez praktycznej weryfikacji, teoretyczne modele pozostaja pusta abstrakcja,
która nie moze byc wykorzystana dla pozytku spoleczenstwa". I dalej: "Sztuka
tworzenia dobrego modelu uzytkowego wymaga duzego doswiadczenia i intuicji
technicznej w rozwiazywaniu zadan okreslonego typu". Posiadanie dobrego
modelu matematycznego umozliwia optymalne rozwiazanie problemu
praktycznego. Oto klasyczny juz przyklad -zagadnienie transportowe: w kraju
jest czynnychn elektrowni zuzywajacych odpowiednioa l, a2, ... , an ton wegla
dziennie. Wegiel ma byc dostarczony z krajowych kopalni, których jestm i kazda
produkuje dziennie co najmniej odpowiedniohl, h2, ••• , hm ton wegla. Znany
jest kosztcij transportu l tony wegla zi-tej kopalni doj-tej elektrowni
(i = 1,2, ... ,m; j = 1,2, ... ,n). Tak nalezy zorganizowac transport wegla,
aby calkowity koszt transportu byl najmniejszy. Jest to wiec zagadnienie decyzji
optymalnej. Nalezy okreslic taka liczbexij ton wegla, który ma byc
przewieziony zi-tej kopalni doj-tej elektrowni, aby calkowity koszt transportu
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Ufamy, ze Czytelnik nie dal sie zwiesc pozorna realnoscia opisanej wyzej sytuacji;
mamy tu do czynienia nie z sytuacja rzeczywista a jedynie z jej matematycznym
modelem ..Oczywiscie nie tylko dlatego, ze uzylismy symboli literowych, tzn. ze
rozwazamy to zagadnienie ogólnie, ale - co jest znacznie wazniejsze - dlatego,
ze dokonalismy dosc powaznych uproszczen. Zwrócmy uwage chociazby na jedno;
jako kryterium decyzji optymalnej przyjelismy koszt transportu. Zadanie
rozwiazalismy. Czy rzeczywiscie wydamy polecenie zgodne z tym rozwiazaniem?
A moze sie np. okaze, ze linia kolejowa zj-tej kopalni do i-tej elektrowni jest
tak obciazona transportem rudy do Huty Katowice, ze transport takiej duzej
ilosci Xii_wegla, jaka wypadla z naszego rozwiazania nie jest juz ta linia mozliwy.
Inne trudnosci moze nam np. stworzyc nagla zmiana pogody w pewnych
rejonach kraju itd. Znów wiec matematyczny model opisujacy bardzo dobrze maly
fragment rzeczywistosci - pomijajacy pewne jej aspekty - moze sie okazac
nieprzydatnym, gdy te aspekty uwzglednimy.
Jesli juz uswiadomilismy sobie jedynie modelowy charakter wyzej opisanego
zadania transportowego, to zastanówmy sie nad jego rozwiazaniem; byc moze
zostanie ono jednak wykorzystane w praktyce. Rozwiazaniami dopuszczalnymi
tego zadania nazywamy takie (skonczone) ciagi liczbxii, gdzie i = 1, H" m;
j = 1,2, H" n, które spelniaja ograniczenia (2), (3), (4). Takie ciagi mozna
traktowac jako wektory lub punkty przestrzeni wielowymiarowej. Okazalo sie
przede wszystkim, ze zbiór wszystkich rozwiazan dopuszczalnych jest wypuklym
podzbiorem tej przestrzeni (jeslia = (al' ... , ak), b = (bl, H" bk) sa róznymi
punktami k-wymiarowejprzestrzeni, to mówimy, ze punktp = (Pl' ... , Pk) lezy
na odcinku ab wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczbat E (0,1), ze
Pi = aj + t(bj - aj) dla i = l, 2, H" n. Podzbiór H tej przestrzeni nazywamy
wypuklym, jesli z kazda para punktówa, b zawiera takze odcinekab). Okazalo
sie takze, ze zbiór wszystkich rozwiazan dopuszczalnych jest figura wypukla ze
skonczona liczba wierzcholków. Na plaszczyznie bylyby to wiec wielokaty
wypukle, w przestrzeni trójwymiarowej - wielosciany wypukle (ew. zbiory
nieograniczone). Pominiemy tu definicje wierzcholka zbioru wypuklego w dowolnej
przestrzeni wielowymiarowej. Rozwiazaniami optymalnymi nazwiemy te sposród
dopuszczalnych, które minimalizuja funkcje kosztów (1). Zwykle jest ich wiele,
tworza jednakze zbiór wypukly ze skonczona liczba wierzcholków a wierzcholki
te sa takze wierzcholkami z:.)ioru rozwiazan dopuszczalnych. Te fakty czysto
geometrycznej natury, owoc rozumowania dedukcyjnego, pozwolily znalezc
algorytm prowadzacy od jednego wierzcholka zbioru rozwiazan dopuszczalnych
do innego w taki sposób, aby koszt transportu (1) nie powiekszal sie. Znalezienie
pierwszego wierzcholka jest bardzo latwe. Potem stosujac wspomniany algorytm
skonczona liczbe razy znajdujemy wszystkie wierzcholki zbioru rozwiazan
optymalnych. Potrzebne rachunki sa wykonalne na maszynie cyfrowej nawet
wtedy, gdy m+n jest liczba trzycyfrowa.

Zadanie transportowe jest typowym zagadnieniem z dzialu matematyki, który
wyrósl w ciagu ostatnich trzydziestu kilku lat z pytan stawianych w ekonomii i
nazywa sie programowaniem liniowym. Glówne twierdzenia programowania
liniowego - takze te, które zostaly tu sformulowane - otrzymano wykorzystujac
pojecia geometrii analitycznej i przestrzeni wielowymiarowej oraz pojecia algebry
liniowej. Tak wiec jeszcze jedno uogólnienie geometrii Euklidesa - tym r.azem
nie przez odrzucenie jednego z postulatów lecz przez powiekszenie liczby
wymiarów - które mogloby sie wydawac pusta jedynie zabawa umyslu, nagle
znalazlo bardzo piekne i praktyczne zastosowanie. Zauwazmy jednak, ze
gdybysmy nie mieli do dyspozycji szybko liczacych maszyn, to te zastosowania
pozostalyby jedynie w sferze pieknych mozliwosci: liczba operacji
arytmetycznych rosnie bowiem bardzo szybko, gdy rosniem+n.
Zagadnienia optymalnego projektowania urzadzen technicznych nie beda juz na
ogól tak proste jak zadanie transportowe. Zarówno wymagania nalozone na
parametry konstrukcji technicznej (waga, wymiary, wytrzymalosc, odpornosc
na czynniki atmosferyczne, czulosc, dokladnosc itp.) jak i kryterium decyzji
optymalnej (koszt w zadaniu transportowym) moga nie miec postaci liniowej
nawet przy znacznych, ale dopuszczalnych uproszczeniach. Jednakze tylko przez
znalezienie odpowiedniego modelu matematycznego mozna tego rodzaju
zagadnienia rozwiazywac. Metoda prób i bledów otrzymuje sie rozwiazania zwykle
dalekie od optymalnego, poniewaz mozliwyoh decyzji jest na ogól
nieskonczenie wieje.
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PrzypuSCmy.ze e= !!... gdzicp i q sa liczbamiq
naturalnymi. Byloby wiec

(q-l)!p = q!e = q!(l + ~+ 21, + ... +~)+1.. q.
1 l l

+ q+ 1+ (-q-+-l)-(-q-+-2-)+ (-q-+-I-)-(q-+2)(q+ 3)
+ ....

Suma wystepujacaw nawiasie jest liczba
wymierna o mianowniku q!. a wi~ po
pomnozeniu jej przezq! otrzymamy liczbe
naturalna. Liczba

( I I l)A = (q- l)! p - q! l + l! + 2! + ... + q!

jest wiec liczba calkowita Gako róznica
dwóch liczb naturdlnych).
Z drugiej strony

l l
A = -q+-l + -(q-+-'-)-(q-+-2-)+

I
+ (q+ l) (q+2) (q+3) + ...•

a wiec
l l l

O < A < q+l + (q+l)' + (q+l)' + ...
l l l l= __ . = =_ <l

q+l 1- _1_ q+l-l q •
q+l

czyli O < A -< l. co jest sprzeczne
z poprzednim stwierdzeniem, zeA jest liczba
calkowita. Tak wiec zalozenie. ze e jest liczba
wymierna doprowadzi In nas do sprzecznosci.

Ponadto ma byc

(4) Xij ~ O i = I, H" m; j = I, 'H, n.
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W zwiazku z podobnymi zagadnieniami technicznymi rozwinely sie w ciagu
ostatnich dwudziestu lat dwa duze dzialy matematyki: programowanie
dynamiczne i teoria optymalizacji. Sa one zbyt skomplikowane, aby w krótkim
artykule mozna bylo je blizej omówic.
Zamiast tego podkreslamy, ze chociaz rozwiazywanie konkretnych zagadnien
technicznych czy ekonomicznych ma ogromne znaczenie dla gospodarki narodowej
dla jej doraznych potrzeb, to jednak niemniej waznym (dla tej samej gospodarki
ale w dlugim okresie czasu) zastosowaniem matematyki w naukach scislych jest
wlasnie nadawanie ich problemom scislego charakteru, tzn. porzadkowanie
wiedzy o okreslonym fragmencie rzeczywistosci przez tworzenie teorii (np. teoria
wzglednosci). Tworzenie scislych teorii przez wykorzystanie odpowiednich modeli
matematycznych pozwala takze na odkrywanie nowych faktów naukowych bez
pomiarów, eksperymentów i obserwacji - w drodze rozumowania dedukcyjnego.
Eksperymenty nabieraja wówczas nowego sensu. Moga byc odpowiednio
projektowane w celu potwierdzenia poprawnosci modelu i slusznosci odkryc
teoretycznych. W taki sposób - najpierw teoretycznie a dopiero potem poprzez
przyrzady optyczne - odkryto istnienie planet Neptuna i Plutona i obliczono
ich orbity. Plutona dostrzezono dopiero w 15 lat (w 1930 r.) po teoretycznym
stwierdzeniu jego istnienia i polozenia w kosmosie. Istnienie elektronów dodatnich
zostalo udowodnione przez Diraca w 1930 roku w wyniku rozwazan teoretycznych
na gruncie pewnego modelu matematycznego. Odkrycie to zostalo w dwa lata
pózniej potwierdzone eksperymentalnie przez Andersona. Eksperyment byl
specjalnie zaprojektowany - nastawiony na "wylapanie" dodatnich elektronów
z promieni kosmicznych. Zapewne nie doszloby do tego eksperymentu, gdyby
nie teoretyczne odkrycie Diraca.
Próbowalismy w tym artykule pokazac sprzezenie zwrotne pomiedzy matematyka
i naukami empirycznymi. Nauki te wykorzystuja matematyke do uscislenia
swoich pojec, do poprawnego planowania eksperymentów, do rozwiazywania
problemów przez tworzenie odpowiednich modeli matematycznych. Matematyka
zas otrzymuje w zamian pakiety nowych zagadnien, nowych pytan, z których
powstaja nawet nowe teorie matematyczne, które z kolei sluza naukom
empirycznym.

· tyczny (4)

Evange/ista Torricelli (1608-1647)
byl najznakomitszym sposród
uczniów Galileusza. Kontynuowal
jego badania w zakresie mechaniki,
ale najwieksza slawe przyniosly mu
doswiadczenia w zakresie
hydrostatyki i hydrodynamiki.
Wynalazl barometr rteciowy (tzw.
rurka Torricellego), wykazal
istnienie cisnienia atmosferycznego,
oszacowal ciezar atmosfery
ziemskiej, odkryl prawo wyplywu
cieczyz naczynia.
Reprodukujemy dwa znaczki
z portretem uczonego, wydane
przez Wlochy (w roku 1958)
i przez ZSRR (w roku 1959).
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