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Wielosciany z minimalna iloscia powtórzen (I)

Malgorzata ZALEWSKA
W artykule tym zajmowac sie bedziemy wieloscianami wypuklymi. Ustalmy najpierw
terminologie. Bedziemy mówili, ze sciany wieloscianu sa tego samego rodzaju, gdy maja te sama

liczbe boków. Jezeli oznaczamy liczbe scian wieloscianuiII"' przez s(iII"') a liczb!, rodzajów scian
przez r(iII"') to s(if/")-r(iII"') nazywac bedziemy iloscia powtórzen w tym wieloscianie.
Jak mozna wykazac, kazdy wieloscian ma dwie sciany tego samego rodzaju. My udowodnimy
nawet wiecej - a mianowicie: dla kazdego wypuklego wieloscianuiII"'

s(iII"')-r(iII"') ~ 3.

Dowód: Zalózmy, ze w danym wieloscianieiII"' sciana o najwiekszej liczbie krawedzi. jest
k(iII"') - kat. SCian w tym wieloscianie musi byc co najmniejk(iII"')+1 (gdyz k(iII"') - kat moze
miec co najwyzej jedna krawedz wspólna z kazda inna sciana) wiec

s(iII"') ~ k(iII"')+1.

Rodzajów scian moze byc co najwyzejk(iII"')- 2 gdyz i-kat moze byc sciana tego wieloscianu tylko dla
i = 3,4, ... ,k("fI/") wiec r(iII"') .;; k(iII"')-2. Stad

s(iII"')-r(iII"') ~ k(iII"')+1-(k(iII"')-2) = 3.

A wiec w kazdym wieloscianie sa co najmniej trzy powtórzenia.
Postaramy sie teraz znalezc wszystkie (z dokladnoscia do homeomorfizmu, zachowujacego
wierzcholki i krawedzie) wielosciany z trzema powtórzeniami. Inaczej mówiac bedziemy szukac'
reprezentantów wszystkich klas wieloscianów, przy czym dowolny wieloscian z danej klasy

mozna przeksztalcic na dowolny wieloscian z tej samej klasy za pomoca homeomorfizmu, .
zachowujacego wierzcholki i krawedzie. Do tej samej klasy naleza wielosciany majace sciany tego
samego rodzaju ulozone w ten sam sposób, np. wielosciany na rys. l. Wielosciany na rys. 2.
naleza do dwóch róznych klas, mimo ze maja sciany tego samego rodzaju. Sa one ulozone
w rózny sposób.

Rys 1.

A,

Rys J.

Rys 2.

Wielosciany z trzema powtórzeniami maja wiele ciekawych wlasnosci. Zaznajomienie sie z nimi
pozwoli nam na znalezienie wszystkich klas tych wieloscianów. Przytoczymy teraz te wlasnosci
wraz z niektórymi dowodami.
Poniewaz dalej bedziemy zajmowac sie tylko wieloscianami z trzema powtórzeniami, mówiac

"wieloscian" bedziemy mieli na mysli taki wlasnie wieloscian. Przyjmijmy, ze wieloscian, w którym
sciana o najwiekszej liczbie boków jest k-kat, nazywac bedziemy "wieloscianem z k-katem".
Mówiac "jedyny wieloscian" mamy na mysli jedyny z dokladnoscia do homeomorfizmu,
zachowujacego wierzcholki i krawedzie.

Wlasnosci wieloscianów

1. Dla wszystkich i= 3,4, ... ,k wieloscian z k-katem zawiera sciany, bedace i-katami.

2. W wieloscianie z k-katem kazda sciana ma krawedz wspólna z k-katem.

3. W wieloscianie z k-katem dokladnie jedna sciana nie ma krawedzi wspólnej z (k-l)-katem.

4. W wieloscianie zawierajacym co najmniej dwak-katy (oznaczmy je A, ...A. i B, ... B.):
(a) wielokaty te maja wspólna krawedz (przyjmiemy, ze A,= B" A2 = B2),

(b) sciany zawierajace krawedzieAlA. i B,B. oraz A2A3 i A2B3sa trójkatami.

Dowód (a) wynika bezposrednio z wlasnosci 2. Przy dowodzie (b) z tej samej wlasnosci
wnioskujemy, ze istnieje sciana zawierajaca krawedzieA.A._I i B.B._l (rys. 3). Sciana ta ma dwa
punkty wspólne ze sciana zawierajaca krawedzieA,Ak i A,B., w takim razie sciany te maja wspólna
krawedz A.B., czyli sciana zawierajaca krawedzieA,A. i A,Bdest trójkatem A,A.B •.
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Rys. S

Aj

Aj-'

Bn-'

A,

Ai-l

S. W wieloscianie zawierajacym dokladnie jedenk-kat Al", Ak i (k-l)-kat AtA,B3 '" Bk_t
"sciana, zawierajaca krawedzieA,A3 i A,B3 lub AIAk i AIBk_l jest trójkatem. Dowód jest taki
sam, jak dla wlasnosci 4. Uwaga: obie sciany, zawierajace krawedzieAIAk i AIBk_l oraz A,A3
i A,B3 nie musza jednoczesnie byc trójkatami, gdyz z wlasnosci 3 wynika, ze istnieje dokladnie
jedna sciana nie majaca krawedzi wspólnej z(k-l)-katem AIA,B3 ... BLl (por. rys. 4).

6. W wieloscianie zawierajacym dokladnie jeden k-kat sciana, która nie ma krawedzi wspólnej
z (k-l)-katem, jest trójkatem. -

Szkic dowodu:

Oznaczmy: AlA, ... Ak-k-kat, AIA,B3 ... BLl -(k-l)-kat. Niech sciana zawierajaca
krawedz AIAt_l nie ma krawedzi wspólnej z(k-l)-katem (rys. 5). Na mocy wlasnosci 3, sciana
zawierajaca krawedzAtAt_l jest jedyna sciana nie majaca krawedzi wspólnej z(k-l)-katem
AIA,B3 ... BLl. Wystarczy zauwazyc, ze sciany, zawierajace krawedzieAL_lAt

i At+lAI+" maja krawedzie wspólne z (k-l)-katem Al'" BLl i wspólny wierzcholek Bj.
(Gdyby sciana o krawedziAI+IAt+, zawierala np. krawedzBjBj+l, a sciana o krawedziAt_lAL

krawedz Bj_,Bj_l' to sciana o krawedziBj_lBj nie mialaby krawedzi wspólnej z k-katem
Al'" Ak, co jest sprzeczne z wlasnoscia 2.)

7. Jezeli w wieloscianie, zawierajacym dokladnie jedenk-kat, wierzcholek P nie nalezy do k-kata,
ani do (k-l)-kata, to istnieje trójkat o wierzcholkuP i podstawie nalezacej do k-kata, a wiec
nie majacy punktów wspólnych z (k-l)-katem.

Dowód: Oznaczmy k-kat - AIAz ... Ak, (k-l)-kat - AIA,B3 ... Bk _1 (rys. 5). P jest
wierzcholkiem wieloscianu, wiec istnieja co najmniej trzy sciany o wierzcholkuP. Wszystkie
te sciany musza miec krawedz wspólna z k-katem, co najwyzej jedna z tych scian moze nie

miec krawedzi wspólnej z (k-l)-katem, wiec istnieja co najmniej dwie sciany majace krawedzie
wspólne z k-katemAlA, ... Ak i (k-l)-katem AIA,B3 ... Bk _l' Zalózmy, ze sa to sciany,
zawierajace krawedzieAL_lAL i AjAj+ 1 (i ~ j). Sciany te maja wspólna krawedz'JnP
(w przeciwnym przypadku istnialaby sciana, nie majaca krawedzi wspólnej z k-katem). Sciany,
zawierajace krawedzieAIAt+!, ... , AjAj_l nie maja krawedzi wspólnych z(k-l)-katem.
Z wlasnosci 3 wiemy, ze istnieje dokladnie jedna sciana, nie majaca krawedzi wspólnej
z (k -1)-katem, wiecj = i + l lub i = j. Gdyby i = j, to wierzcholek P nalezalby jedynie do
dwóch scian, co jest niemozliwe.

8. W wieloscianie, zawierajacym dokladnie jedenk-kat, co najwyzej jeden wierzcholek nie
nalezy do k-kata ani do(k-l)-kata (wniosek z wlasnosci 3 i 7).

9. Jezeli w wieloscianie"fI/", zawierajacym dokladnie jedenk-kat, istnieje wierzcholek, nie
nalezacy do k-kata ani do (k-l)-kata, to liczba[("fi/") wszystkich wierzcholków w tym
wieloscianie równa jest[("fi/") = k+(k-l)-2+1 = 2k-2, a jezeli taki wierzcholek nie istnieje-
[("fi/") = 2k-3.

Korzystajac z wlasnosci1-9 pokazemy, dla jakichk moga istniec wielosciany zk-katem.

10. Jezeli 'fl wieloscianie 1f"..zawierajacym dokladnie jedenk-kat
(a) [("fi/") = 2k-2, to 6 ~ k ~ 7,
(b) [("fi/") = 2k-3, to 4 ~ k ~ 6.

W wieloscianie zawierajacym dokladnie jedenk-kat musi byck> 3, gdyz dlak = 3 nie istnieje
(k-l)-kat.

Dowód (a): Dla k = 4 otrzymujemy wieloscian, nalezacy do tej samej klasy, co graniastoslup
o podstawie trójkatnej. Ma on 3k-katy. Dla k> 4 w wieloscianie istnieje co najmniej jeden
pieciokat, rózny odk-kata (p. dowód wlasnosci 7), wiec musi byck> 5.

Przyjmijmy k ~ 6. W wieloscianie "fi/" istnieje co najmniej jeden pieciokat, oprócz pieciokata
sa jeszcze:k-kat, (k-l)-kat, czworokaty i trójkaty, lecz nie ma i-kata dla 5< i < k-1. W takim
razie (k-2)-kat jest co najwyzej pieciokatem, czylik ~ 7.
Dowód (b) przebiega analogicznie.

Sformulowalismy twierdzenie, rozstrzygajace, dla jakichk moga istniec wielosciany, zawierajace
dokladnie jedenk-kat. Podobne twierdzenie mozna udowodnic dla wieloscianów, zawierajacych
dokladnie dwak-katy.

11. Dla wieloscianu "fi/" zawierajacego co najmniej dwak-katy

(a) [("fi/") = 2k-2~
(b) k ~ 5.

Dowód (a): Nalezy wykazac, ze nie istnieje wierzcholekP, nie nalezacy do zadnego z k-katów.

Gdyby taki wierzcholek istnial, to musialyby istniec co najmniej trzy sciany o wier~cholkuP,
majace krawedzie wspólne z kazdym z k-katów, co jest niemozliwe.

Dowód (b): Poniewaz w takim wieloscianie nie ma innych wierzcholków niz wierzcholki dwóch
k-katów, wiec (k-l)-katjest co najwyzej czworokatem, czylik ~ 5.

W drugiej czesci artykulu, która ukaze sie w Delcie 9/1978, omówimy wszystkie klasy
wieloscianów z k-katem.
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