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Przez trzy kolejne dni mierzylem odleglosc od mojego domu do n;ljblizszego kiosku z gazetami
i otrzymalem nastepujace wyniki (w krokach): 348, 352 i 342. Pytanie: jaka jest odleglosc od
mojego domu do tego kiosku?

A oto mniej blahy problem o dokladnie takiej samej strukturze. Dla ustalenia ladunku

elektronu dokonano pieciu niezaleznych pomiarów i otrzymano wyniki (w absolutnych
jednostkach elektrostatycznych): 4,781 . 10-10; 4,795' 10-10; 4.769' 10-10; 4,792' 10-10
i 4,779' 10-10. Pytanie: ile wynosi ladunek elektronu? Co w ogóle mozna na ten temat
powiedziec majac takie wyniki pomiarów?

Wrócmy do pomiarów, które kazdy z nas moze wykonac samodzielnie i rozpatrzmy troche
prostsza wersje naszego pierwszego zadania. Przypuscmy, ze zmierzylismy odleglosc od domu
do najblizszego kina i otrzymalismy wynik 812 kroków. Co na tej podstawie mozemy powiedziec
o "prawdziwej" odleglosci do kina, skoro wiemy, ze drugi'pomiar dalby juz inny wynik?
Oto pewne, moze nieco zbyt egocentryczne, rozumowanie prowadzace do pewnej odpowiedzi.

W wyniku pomiaru interesujacej nas wielkosci, powiedzmya, otrzymalismy wynik, powiedzmyx.
Popelnilismy blade = x-a, ale oczywiscie nie znamy wielkosci tego bledu. Chcielismy
wykonac nasz pomiar jak najstaranniej, to znaczy chcielismy wykonac go tak, zeby blad byl
fak najbardziej bliski zeru. Przypuscmy, ze udalo sie nam to osiagnac. W konsekwencji tego
zalozenia zaa powinnismy przyjac taka liczbe, która przy ustalonym wyniku pomiarux
minimalizuje lx-al. Taka liczba jest oczywisciex, a wiec w naszym przykladzie stwierdzamy,
ze odleglosc od domu do najblizszego kina wynosi 812 kroków. Zasade, na której oparlismy
oszacowanie interesujacej nas wielkosci, moglismy z oczywistych powodów nazwac zasada
najmniejszego bledu. Sprawa nieco komplikuje sie, gdy - jak w pierwszym naszym zadaniu _
wykonujemy wiecej niz jeden pomiar. Jezeli przeza oznaczymy odleglosc od domu do kiosku
oraz przeze" ez, e3- bledy jakie popelnilismy w kolejnych pomiarach, to mamy

a+el = 348 a+ez = 352 a+e3 = 342

Jak teraz oszacowac wielkosca? Postapimy znowu zgodnie z zasada najmniejszego bledu.
Zauwazmy, ze teraz - w trzech pomiarach - popelnilismy trzy bledy:e" ez,i e3,wygodniej
jednak bedzie mówic o bledziee = (el, ez,e3)i o jego "skladowych" e" ez, e3.Ta
terminologia sugeruje, zeby w tym przypadku blad reprezentowac za pomoca punktu

w przestrzeni trójwymiarowej i zeby za wielkosc bledu przyjac odleglosc tego punktu od zera
(od poczatku ukladu wspólrzednych). Jezeli umówimy sie, ze odleglosc w tej przestrzeni
trójwymiarowej bedzie zwykla odlegloscia euklidesowa, to zasada najmniejszego bledu

nakazuje nam ustalica tak, zebyei +ei +el bylo mozliwie najmniejsze, to znaczy tak, zeby
zminimalizowac wielkosc:

*
Rozwiazanie zadania F 55.
W stanie równowagi energia swobodna
musi miec ekstremum. W rozwazanym
problemie energia swobodna jest energia
powierzchniowa krys7talui równa sie

E = 2a'u, + 4acu,.

Zgodnie z trescia zadania skladnik energii
swobodnej równy energii potencjalnej
zostal pominiety.
Aby wyznaczyc stosuneka/c nalezy
znaleZCekstremumE przy zalozeniu
dodatkowym, ze objetosc krysztaluV =a'c
jest stala. Innymi slowy, nalezy znalezc
ekstremum funkcji

E(a) = 2a'u,+4Vu,/a,

gdzie V = oZc = const.
Obliczajac pochodnai przyrównujac ja do
zera otrzymujemy

4aa,-4Vu,fa' = O

aa2-cal = O,

a zatem

!!.-=~.c u,

(a-348)z+ (a-352)z+ (a-342)z.

Taka metoda szacowania nieznanej wielkoscia nazywa sie - znowu z oczywistych powodów
metoda najmniejszych kwadratów. Czytelnik zechce sprawdzic, ze metoda ta daje wynik
a = (348+352+342)/3. ---------.

Uogólnienie nan pomiarów jest proste: jezelix" xz, ... ,x. sa wynikami pomiaru pewnej
wielkosci a, to za oszacowanie tej wielkosci metoda najmniejszych kwadratów przyjmuje sie
po prostu srednia arytmetyczna(Xl +xz + ... +x.)/n. Jest to zgodne z oczekiwaniem.
A oto mniej banalne przyklady zastosowania metody najmniejszych kwadratów.
Przyklad 1. Ze szkolnego kursu fizyki wszyscy znamy prawo Boyle'a-Mariotte'a: iloczyn
objetosci i cisnienia gazu ma w tej samej temperaturze wartoSC stala. Zapisuje sie to za pomoca
znanego wzoru:pv = c, gdziep jest cisnieniem,v - objetoscia orazc - pewna stala.
Stala c zalezy od róznych czynników, na przyklad od temperatury. Przypuscmy, ze zadanie
polega na oszacowaniu tej stalej dla pewnego konkretnego naczynia i pewnego konkretnego
gazu, Przypuscmy dalej, ze mozemy zmieniac objetosc naszego naczynia (na przyklad za pomoca
manipulowania tlokiem) i ze mozemy mierzyc cisnienie, przy czym pomiar cisnienia
obarczony jest pewnym bledem przypadkowym. Jezeli przy objetosciVI zarejestrujemy

c
cisnienie Pl, to blad wynosi Pl - -. Jezeli powtórzymy nasz pomiarn razy i przy

VI

objetosciachv"vz, ... ,v.otrzymamy wynikip"pz, ... ,p., to zgodnie z metoda
najmniej szych kwadratów za oszacowanie stalejc nalezy przyjac taka wartosc, która
minimalizuje wielkosc

(C)z ( C )2 (C ')2Pl - -;;: + P2 - -;;; + ... + p. - -;;:

Czytelnik móglby zauwazyc, ze mozna wykonac tylko jeden pomiar i zac przyjac po prostu
iloczyn P IV 1. Albo ze mozna wykonac kilka razy pomiar cisnienia przy tej samej objetosciV

i ze wtedy nalezaloby minimalizowac prostsza wielkosc

(PI- :)\(Pi- :r+ ... + (P.-:r
••
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a to zadanie juz rozwiazalismy i wiemy, ze jego rozwiazaniem jest srednia arytmetyczna:
c = v(Pt +PI + ... +p.)/n. Czytelnik ma racje, ale okazuje sie, ze dokladnosc oszacowaniac
jest tym wieksza, im wiecej wykonuje sie pomiarów i im zreczniej dobiera sie wartosci
Vl,VI, •.• ,V •• Wyjasnienie, dlaczego tak jest, wykracza jednak daleko poza ramy naszej
krótkiej rozprawki.
Przyklad ~. Na pewno kazdy z Czytelników uslyszal kiedys od lekarza, ze "jak na swój wiek"
jest zbyt wysoki, zbyt niski lub ze ma wzrost "w normie". Na pewno jednak nie kazdy
staral sie dociec, co to znaczy. Spróbuje to wyjasnic. Bedzie to zarazem ilustracja pewnego
dosc powszechnego, ale odmiennego od poprzednich, sposobu zastosowania metody
najmniejszych kwadratów. Postepuje sie mianowicie w nastepujacy sposób. "Bierze sie" duza
grupe N ludzi w róznym wieku i mierzy sie wzrost kazdej osoby w tej grupie. Otrzymuje sie
wyniki: (tl, Wt), (tI, WI), ... , (IN, WN),gdzie t, jest wiekiem orazw,- wzrostem i-tej osoby.
Po naniesieniu na wykres wygladaja one mniej wiecej tak, jak na rys. 1 (kazda kropka na tym
rysunku reprezentuje jedna osobe.)
Nastepnie rysuje sie krzywa, która ma przebiegac "mniej wiecej" tak, jak ukladaja sie nasze
punkty (linia ciagla na rysunku). Z kolei "wymysla sie" wzór, który bylby równaniem tej
krzywej. Dla krzywych ~zrostu czesto przyjmuje sie wzór

a
W=

l+b'e'

gdzie a, b, c sa pewnymi stalymi. Jest to tzw.krzywa logistyczna.Zgódzmy sie na to
równanie; od tej pory staje sie ono dla nas "empirycznym prawem wzrostu". Róznym
wartosciom stalycha, b, c (podobnie jak róznym wartosciom stalejc w prawie Boyle'a-
Mariotte'a) odpowiadaja rózne krzywe (rys. 2) i zadanie polega na znalezieniu takicha, b, c,
które najlepiej odpowiadaja wynikom naszych pomiarów. Zgodnie z naszym prawem
wzrostu, wzrost osoby w wiekut, powinien wynosic a/(l +b' c',), natomiast w wyniku

a
pomiaru otrzymalismy dla tej osoby wynikw,. Wielkosc w,- ---- jest odpowiednikiem

l+b' c',

tego, co w poprzednich przykladach nazywalismy bledemE,. Zatem - zgodnie z metoda
najmniej szych kwadratów - stalea, b, c nalezy dobrac tak, zeby wielkosc

"
W(a, b) = )' (y,-ax,-b)2

"--J
;=1

Wyznaczyc metoda najmniejszych kwadratów przyblizeniaao i bo wspólczynników a i b.
Rozwillzanie. Zalózmy, ogólniej, ze dysponujemy wynikami n pomiarów(Xl, y~), ...• (x.,y.).
Nalezy wyznaczyc liczbyao i bo tak. by wyrazenie

osiagala minimum. To zadanie jest dosc skomplikowane rachunkowo i praktycznie
rozwiazuje sie je za pomoca komputerów (nawet dla malych wartosciN). Wzór (.) z tak
ustalonymi wartosciami a, b, c opisuje wlasnie to, co nazywa sie "normalnym wzrostem
w danym wieku". Takie krzywe wzrostu mozna oczywiscie konstruowac oddzielnie dla
mezczyzn i dla kobiet, czasami oddzielnie dla róznych srodowisk (np. miasto - wies),

a na przyklad powiedzenie, ze "Szwedzi sa srednio wyzsi od Polaków" oznacza, ze krzywa
wzrostu Szwedów lezy powyzej polskiej krzywej wzrostu.
Metoda najmniejszych kwadratów jest codziennym narzedziem fizyków, ,inzynierów,
przyrodników, ekonomistów, a jej teoria jest przedmiotem zainteresowania statystyki
matematycznej.
Przyklad (konkretny). Zakladamy. ze wielkosciX i Y laczy zaleznosc liniowaY = aX +b.
W czterech pomiarach tych wielkosci uzyskano wyniki

10 20 30

15 37 41
X 1 O

Y 114

osiagnelo wartosc najmniejsza dlaa = ao i b = bo. Poniewaz funkcja ta ma tylko jedno
minimum, to mozna je wyznaczyc elementarnie w sposób nastepujacy. FunkcjaW(ao, b)

jest trójmianem kwadratowym wzgledemb:

W(ao,b) = nb2-[2 L (y,-aox,)]b+ L (y,-aoxl)2j i

gdzie X. y sa odpowiednio srednimi arytmetycznymi liczbXl, •.. , x. i Yh ... , y •.
Por. metody zastosowane w artykule
o srodkach ciezkosci.

l minimum osiaga w punkcie

2L (y, -aox,)

b = ~ _,_o _
2 n

bo = y-aox

który musi byc identyczny zbo. skad
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Podobnie, minimum trójmianu kwadratowego wzgledema

W(a,bo)= [L x;J aZ_ [2 ~ (Y,-bo)x,) a+L (YI-bo)2
j j j

aoL x: = ~xly,-bo LX,.I I

LX:j

Podstawiajac (.) do (•• ) otrzymamy

ao lLx:-xLx,) = LX'YI-YLx"
j j I j

Dla znajacych rachunek
prawdopodobienstwa: wystarczy
skorzystac ze wzorówE[(X - EX)2] =
= E(X2) - [E(X)j2 i E[(X - EX)(Y - EY)] =
= E(XY)-EY' EX.

osiagane jest w punkcie

(..)

skad po przeksztalceniach

(...)

2L (y,-bo)x,1 j
aO="2-

L (x,-x)(y,-nI
- )2~- L~~

j

, skad

Wzory (••• ) i (.) daja szukane rozwiazanie. W naszym konkretnym przykladzie otrzymamy

ao= 1,03, bo= 11,3.

Zasady ekstremalnew termodynamice Dr Bogdan CICHOCKI
Za'lim przejdziemy do omówienia zagadnienia wspomnianegoVi tytule niniejszego artykulu,
przypomnimy podstawowe pojecia termodynamiki. Wiemy na podstawie doswiadczenia,
ze kazde cialo makroskopowe, niezaleznie od stanu poczatkowego, osiaga po pewnym czasie
stan równowagi. Stan taki mozna scharakteryzowac przez podanie niewielkiej liczby parametrów.
Przykladowo, stan równowagi okreslonej liczby moli gazu jednoskladnikowego opisll,ja
w pelni dwie wielkosci (np. cisnieniep i objetosc V). Na skutek dzialania czynników
zewnetrznych uklad fizyczny moze przechodzic z jednego stanu równowagi do innego.
Przejsciem takim zwanymprocesem termodynamicznymrzadza pewne prawa. Zgodnie
z trescia pierwszej zasady termodynamiki w procesie termodynamicznym zmiana energii
wewnetrznej U ukladu (tzn. róznica miedzy wartosciamiU w stanach koncowym i poczatkowym)
jest równa sumie cieplaQ dostarczonego ukladowi i pracyL wykonanej nad ukladem, czyli

(1) Ut-U, = Q+L.

Jezeli cialo fizyczne sklada sie z dwóch czesci, powiedzmy 1 i 2, to jego energia wewnetrznaU

jest równa

(2) U= UI+UZ+U12,

gdzie Ul, Uz sa energiami wewnetrznymi poszczególnych czesci, zasU12 energia oddzialywania '\
tych czesci. Poniewaz dla cial makroskopowychUl }> U12 i Uz }> U12, wiec w przyblizeniu
zachodzi zwiazek

(3) U= UI+UZ•

I V,,T, + . V,T, I

T1'> T2

Mówimy, ze wielkosc U ma wlasnosc addytywnosci.
Pierwsza zasada termodynamiki nie charakteryzuje w pelni procesów wystepujacych
w przyrodzie. Aby sie o tym przekonac, rozwazmy nastepujacy przyklad. Wyobrazmy sobie
uklad fizyczny skladajacy sie z dwóch podukladów 1 i 2, o energiach wewnetrznych
i temperaturach odpowiednioUl, Tl i Uz, Tz.Niech miedzy tymi podukladami znajduje sie
scianka przewodzaca cieplo. Z doswiadczenia wiemy, ze uklad taki znajduje sie w stanie
równowagi, o ile 11= Tz. Jezeli tak nie jest, to z ukladu o wyzszej temperaturze przeplywa
cieplo do ukladu o nizszej temperaturze, az do momentu wyrównania sie temperatur. Zgodnie
z pierwsza zasada kazdy proces, dla którego zachodzi równosc (1), jest mozliwy. Równiez

taki, w którym cieplo p~wa w kierunku przeciwnym niz ten, o którym wspomnielismypowyzej. Wynika z tego, ze pierwsza zasada wymaga uzupelnienia. Zadanie to spelnia druga
zasada termodynamiki.
Istnieje wiele równowaznych sformulowan drugiej zasady termodynamiki. Wlasciwie to juz

podalismy jedno z nich. Mianowicie, jest to twierdzenie dotyczace kierunku przeplywu ciepla.
Sformulowanie to podane po raz pierwszy przez Clausiusa jest bardzo pogladowe, jednakze
droga prowadzaca od niego do wniosków o charakterze ogólnym jest dosc zawila. Omówimy
teraz inne sformulowanie drugiej zasady termodynamiki, które przybiera postac zasady

&


