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platonskie nazywane sa euklidesowymi.
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Slynny problem konstrukcyjnej trysekcji kata wyzwalal wiele ludzkiej pomyslowosci zarówno
w starozytnosci jak i obecnie - mimo, iz udowodniono, ze nie jest ona mozliwa do
przeprowadzenia. W zwiazku z tym dysponujemy duza iloscia metod (przyblizonych lub
nie-euklidesowych) rozwiazania tego problemu. W tym artykule omawiamy metode przyblizona
oparta na geometrycznym rozwiazaniu równania trzeciego stopnia opisujacego zwiazek miedzy
cieciwa oparta na kacie srodkowym, cieciwa oparta na jednej trzeciej tego kata oraz promieniem
okregu.

oraz ze, dla wszystkich ostrych katówO, spelniona jest nierównosc

Tu podamy inne, prostsze wyprowadzenie tych zwiazków.
Niech OC i OD beda promieniami dzielacymi katAOB na trzy cz~i przecinajacymi cieciw~AB
odpowiednio w punktachE i F i niech G bedzie drugim z punktów przeciecia prostejCO
z okregiem. Oczywiste jest, ze

l. Równanie

Rozwazmy w kole o promieniur kat srodkowy O oparty na luku AB. Niech c bedzie dlugoscia
cieciwy AB, a e dlugoscia cieciwy wyznaczonej przez kat srodkowy0/3. W pracy: G.c. Mohanty,
Approximate'EuclideanAngle Trisection,Math. Teacher (India) 11(1975), wykazano, ze

c/3 < ~ < 3c/S.

e-3er'+cr' = O(1)
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Zatem

czyli, jesli przyjac OE = OF = 7},

Ze zwiazków (6) i (7) wnioskujemy, ze

ce-4cer'+c'r'-~4+3e'r' = O,
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7}' = r'+e'_~c.

AE
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(r+7})(r-7}) = e(c-e),

(c-e)(e-3er'+cr') = o.

(7)

Odcinek OE lezy na dwusiecznej kataAOF, wiec OA/OF = AE/EF, czyli
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(3)

Z twierdzenia sinusów zastosowanego do trójkataOAE otrzymujemy
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oraz

()
(5) AE = 2rsin - = e = BF.
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Ponadto z twierdzenia o cieciwach mamy

GE· EC = AE· EB,
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Niech A. B, C beda trzema niewspólliniowymi
runktami powienchni !F i niech D bedzie:
punktem :powierzchni f/ nie naleiacym do
okreau X ",')'Znaczonego prze.l. A. B, C. Niech

T be,bie ,fe"'l lub plauczyzna wyznaczona
przez punktyA, B, C, D. Jezeli\( ]e5t
dowolnym punktem powierzchni T, to przez
M i D p!2echodzi okrag KI za••..artyw T
j pnecmajacy okragKw dwóch punktach.
Okrag K, ma z powierzchniasP trzy punkty

spólne, a mIanowicieD i dwa punkty
przeciecia z K, zatem KIc sP, J."l E- 9"

Tc[/'. Przypuscmy teraz, :l.eistnieje punktE
nalezacy do [/'''..T. Przez punktE i dowolny
unkt p17eslrzeniF pnechodzi okrag majacy

.• T dwa punkty WSpÓlne.Okrag ten ma
z powienchnia f/' tny' punkty wspólne(E
i punkty przeciecia okregu'In, caly ••"'-cjest
zawarty w S'. zatem F e fI'. czyli do,.,oln~..
punkt pnestneni nalezalby dof/'. co jest
niemo:i.!iwe.. Za.lozenic utnieni.1 punktu E

doprowadzi!o ~ do spneczn05ci, zatem
tI'='f.

Poniewaz zas ci' g, to drugi czynnik musi byc równy zeru, co dowodzi zwiazku (1). (Zwiazek
ten mozna tez wyprowadzic bezposrednio z równosci (3) oraz (4). Z (3) i (4) wynika równiez, ze

()
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g 6

~ = --()- = ---0-
sin--- 1+2cos-
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:n:

co wobec nierównosciO <O <- daje
2

1 g 1 3-<-<---<-
3 c 1+y3 8'

a wiec nierównosc (2), Gdybysmy teraz potrafili geometrycznie - z zachowaniem zasad
konstrukcji cyrklem i linijka - rozwiazac równanie (1), to problem trysekcji bylby rozwiazany.
Zrobimy to nastepujaco [chodzi oczywiscie o rozwiazanie przyblizone - Red.]

2. Rozwlaz)Vl'anle równania

Dla prostoty przyjmijmy, zer = 1. Równanie (1) sprowadza sie teraz do

(8)

Rozwazmy na razie ogólniejsze równanie postaci

(9)

tzw. zredukowane równanie szescienne.Zauwazmy przede wszyst19m, ze równaniem prostej
normalnej (prostopadlej) do paraboliy. = 4ax jest

gdzie m jest wspólczynnikiem kierunkowym tej prostej. Równanie to mozna przepisac w postaci

(11) m3+ (2- :)m+ ~ = O.

Porównujac równania(9) i (11) stwierdzimy, ze beda one mialy te same pierwiastki dla

x = a(2-p) i y = qa.

Zatem, przy danychp i q, mozemy dowolnie dobrac parametra i znalezc wykres odpowiedniej
paraboli. Przy tym wspólczynniki kierunkowe prostych normalnych do tej paraboli

przechodzacych przez punkt(x, y) sa pierwiastkami równania (9). Beda one zalezaly od polozenia
punktu (x, y) wzgledem tej paraboli.

Powrócmy teraz do naszego równania przyjmujaca = 1, x = 5 i y =c. Przez punkt (5, c)

mozemy poprowadzic proste o wspólczynnikach kierunkowychm1 = g, df c/3 i mz = ~. dr 3c/8,
a wiec odpowiednio o równaniach

(10)

(14)

(13)

y = mx-2am-am3,

c 2c
)I = -x--

3 3

3c 7cy=-x--.
8 8

(14)

(15)
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Pochodnaf'(x) ma oczywiscie wszy,tkic
pierwiastki neczywJSle i rÓZne.Nieeh beda to
lil..7.by %.:.,Z):, ..• , ~"-.\. Niech 'xt,X2t ."XII

beda pierwiastkar"i wielemianu[(x) - a ora...
11. )'2.' ·.,Y.--pierwiastkami wielomianu
j(x)-b. Je5t (OCzywiscie
.KI < 1'1 < ~l ~ z} < < X •..... t < Za. t < XJlI

iYt.(: Zl < y} < %} < < Y__ l < 2'"11--1 < Y.••,
'nedzialy O koliach .</, YI nie maja punktów
:pólnycb, gdyz zawarte sa one w rozlacznyd.

pnedziala.-:h(- 00, .,), (z" z,),.. ,
:Z._l, ~00). Wielomianf(x) przyjmuie

w punktacb Xl. y, wartosci a .4 b, zatem
.••.cw"'ltrz przedz::'lu o tych koncach pnyjmuJ
wartosc c. Tak wiec wielorn.anf(x) - c

rzyjmuje wMtoscO dla" róznych liczb
=czywIStych

Odcinek paraboli y. = 4x odciety tymi prostymi w cwiartce (+, -) (rozwazamy tylko te
cwiartke, pO'1iewaz poszukujemy dodatniego pierwiastka} mozna przyblizyc odcinkiem prostej.
Rzednymi punktów przeciecia prostych (12) i (13) z parabola w tej cwiartce sa odpowiednio

1 .1__Y1 = - (6- 2",9+2c·)c
oraz

1
yz = - (16-2J!64+21c·).3c

Punkty K i L o takich rzednych na prostych (12) i (13) mozna wyznaczyc za pomoca cyrkla
i linijki. Po polaczeniu ich odcinkiemKL mozna poprowadzic prostopadla do tego odcinka przez
punkt (5, c). Wspólczynnik kierunkowy tej prostopadlej bedzie pierwszym przyblizeniem
rozwiazania równania (8), a to juz oznacza, ze jestesmy w stanie dokonac przyblizonej trysekcji
kata. (Gdyby wolno nam bylo rysowac parabole, to bylibysmy w stanie przeprowadzic trysekcje
dokladna)·

3. ~szc..Ge(' 'or,~iazll.mU

Interesujacy nas wspólczynnik kierunkowy prostej prostopadlej do odcinkaKL - przyblizona
wartosc pierwiastka - jest liczba przeciwna do odwrotnosci wspólczynnika kierunkowego
prostej KL.
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(16)

(17)

Autor szacuje bledy w sposób przyblizony.
Z rozwazan jego nie wynika, jak dokJadne sa

oszacowania tych bledów (••bledy bledów" l).
W zwiazku z tynt cytujemy jedynie niektóre
z jego w)fiików bez uzasadniajacych je
rozwazall.

Niech XI i Xl beda odpowiednio odcietymi punktówK i L. Poniewaz punkty te leza na paraboli
yl = 4x, wiec oczywiscie

y~. yi
XI =4 t Xl =4'

skad wnioskujemy, ze wspólczynnikiem kierunkowym prostejKLjest

YI -YI 4M=--=--
XI-Xl YI+Yl'

wobec czego nasze przyblizenie pierwszego rzedu pierwiastka ~ okreslone jest wzorem

1 1
~Ol = -- = --(YI+Yl)'

M 4

Podstawiajac tu wartosciy, i Y2 z (14) i (15) otrzymamy

l
~Ol = ---' c,

kOI

gdzie

3Y9+2el+Y64+2Iel-17
~I=' •

6el

(Indeks O oznacza pierwiastek, indeks l - informuje o tym, ze jest to przyblizenie pierwszego
rzedu.) Z wzoru (16) wynika, ze przyblizenie to rzeczywiscie daje sie skonstruowac przy pomocy
cyrkla i linijki.
Mozemy równiez rozwazac przyblizenia drugiego rzedu. Aby je otrzymac nalezy sprawdzic, czy
~o I jest blizsze ~10 czy; l' (Dla malych katów bedzie blizsze;10 dla duzych - ;1. Jesli wartosc
;01 lezy mniej wiecej posrodku, to jest ona bliska;0 i nie ma potrzeby wykonywania kolejnego
kroku.) Praktycznym sposobem ustalenia tego jest sprawdzenie, czy rozwazana prostopadla
tworzy mniejszy kat z prosta o wspólczynniku kierunkowymmi = ~I czy mI = ;1'
Jesli; o I jest blizsze ~I niz ~l, to ponawiamy konstrukcje opisana powyzej prowadzac przez punkt
(5, e) proste o wspólczynnikach kierunkowychmi = ;1 i mOI = ~Ol' otrzymujac drugie
przyblizenie ;01' (Analogicznie postepujemy w przypadku, gdy~Ol jest blizsze ~1') Postepowanie to
mozna oczywiscie iterowac. W ogólnym przypadku odpowiednikiem wzoru (16) bedzie

2e'
kow = -.--------------------- ...-.-----.

ykt::-; + (5-kl ••_I)el +Ya._1(5-k1 ••_l)cl- (ki +k1)

l l
gdzie ki,. = ---, k1,. = ---

~i,.·c ~l,.·C

a ~I •• i ~l.' sa wspólczynnikami katowymi prostych, od których rozpoczyna sie konstrukcja (dla
8

ki, n-l = 3 i k1, n-I = - równanie (17) sprowadza sie do (16». Mozna pokazac, ze przy
3

dostatecznie duzej liczbie iteracji blad rozwiazania bedzie mniejszy od dowolnie malej liczby
dodatniej. Okazuje sie jednak (jak zobaczymy), ze dla celów praktycznych wystarczaJUZ drugie
lub trzecie przyblizenie.

4. Oszacowaniabledów

Przyblizone obliczenia pokazuja, ze dla pierwszego przyblizenia bledy sa ujemne w przedziale

(O, 8m) i dodatnie w przedziale(8m, ~). Konstrukcja jest dokladna juz w pierwszym kroku dla
n 7l

pewnego kata8m ::::: 1.20220507355X - , a maksimum bledu jest osiagane dla 8= - (zob.
3 2

rysunek).

7l
Bledy kolejnych przyblizen dla 8= - sa w przyblizeniu nastepujace:

2

Jak wiec widac, juz przyblizenia trzeciego rzedu sa wystarczajaco dobre
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