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Bedziemy tet rozwazac zdarzenieC.
polegajace na tym, ze w ustalonej komórce
7najd\Jje .ie dokladnie Ie (Ie '" n) czastek. (Red.)
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Doc. dr Lech T. KUBIK

Rozwazmy nastepujace zadanie:
Mamy n czastek, Z których kazda moze znalezc sie w kazdej zN;;. n komórek. Znalezc
prawdopodobienstwo zdarzeniaA polegajacego na tym. ze w ustalonychn komórkach bedzie po

jednej czastce. oraz prawdopodobienstwo zdarzeniaB polegajacego na tym. ze w jakichkolwiek
n komórkach bedzie po jednej czastce (inaczej mówiac. ze w zadnej komórce nie bedzie wiecej
niz jedna czastka). Tego rodzaju zadania rozpatruje sie w fizyce statystycznej w odniesieniu do
konkretnych czastek fizycznych. Role komórek graja male obszary, na jakie dzieli sie
rozpatrywana przestrzen.
Rozwiazanie 1 (Model Maxwella-Boltzmanna)
Ponumerujmy czastki liczbami l. 2•...•n, a komórki liczbami 1.2 •...•N. Rozmieszczenie czastek
w komórkach mozemy opisac za pomoca uporzadkowanego ukladun liczb (ih i,•..., i.),
x których kazda moze byc dowolna z liczb1.2 •...• N. Stojaca na pierwszym miejscu liczba

i, podaje numer komórki, w której znalazla sie pierwsza czastka, liczbai,- numer komórki,
w której znalazla sie druga czastka, ...• liczbai.- numer komórki, w której znalazla sie n-ta
czastka.
Przyjmijmy zbiór wszystkich opisanych wyzej uporzadkowanych ukladów(ih i" ...• i.), tzn.
7.biór wszystkich n-wyrazowych wariacji z powtórzeniami zbioru {l. 2•...•N}. za przestrzen
ldarzen elementarnychQ. Jak nietrudno sprawdzic. przestrzenQ zawiera N" zdarzen
elementarnych. Przyporzadkujmy kazdemu z nich to samo prawdopodobienstwol/N·. Jezeli
mamy ustalonych n komórek i chcemy. aby w kazdej z nich znalazla sie jedna czastka (których
lacznie jestn). to mozemy otrzymac to nan! sposobów. A zatem

n!

P(A) = -.
N·

Zauwazmy. ze zdarzenieB sklada sie z(~)n! zdarzen elementarnych. Istotnie. sposródN komMek
mozna wybrac n komórek (w których nastepnie umiescimy po jednej czastce) na (~) sposobów.
A w kazdej ustalonej grupien komórek mozna - jak stwierdzilismy przed chwila - rozmiescic
n czastek tak, aby kazda byla w innej komórce. nan! sposobów. Mamy wiec

(~)n! N!

P(B) = ~ = N"(N-n)-!

Byly liczne próby pokazania. ze rzeczywiste czastki fizyczne zachowuja sie zgodnie
z przedstawionym modelem Maxwella-Boltzmanna. Okazalo sie, ze wiekszosc czastek zachowuje
sie zgodnie z tym wlasnie modelem jedynie w warunkach malych gestosci i wysokich temperatur
gazu tych czastek. Obserwowane czestosci zbytnio odbiegaja od prawdopodobienstw wynikajacych
z tego modelu. W zwiazku z tym rozpatrzymy drugi model.
Rozwiazanie 2. (Model Bosego-Einsteina)
W poprzednim rozwiazaniu czastki ponumerowalismy. Traktowalismy je wiec tak, jakby daly
sie one od siebie odrózniac. W zwiazku z tym istotne dla nas 'bylo nie tylko. w której komórce
jest ile czastek, ale takze które czastki (o jakich numerach) znajduja sie w danej komórce.
Obecnie uwazajmy czastki za nierozróznialne (co zreszta odpowiada rzeczywistosci: tego samego
rodzaju czastek fizycznych nie da sie rozróznic). Wobec tego rozmieszczenie czastek w komórkach
bedziemy uwazali za dane. gdy bedziemy wiedziec, ile czastek jest w poszczególnych komórkach.
Kazde takie rozmieszczenie mozemy zapisac za pomoca nieuporzadkowanego zespolu liczb
(i" i" ... , i.), z których kazda moze byc dowolna z liczb1,2, ... ,N. Jezeli liczba I wystapi
w takim zespole dokladniek razy (obojetnie na jakich miejscach). to oznacza to, ze w komórce
nr 1 znajduje siek czastek. To samo dotyczy pozostalych liczb 2, 3, ... ,N. Za przestrzen zdarzen
elementarnych Q przyjmiemy teraz zbiór wszystkich opisanych wyzej nieuporzadkowanych
zespolów (i" i" ... , i.) (tzn. zbiór wszystkich n-elementowych kombinacji z powtórzeniami

zbioru {l, 2•...• N}). Przestrzen [) zawiera(H+:-l) zdarzen elementarnych. Dla przykladu
wypisujemy nizej (tabela) wszystkie zdarzenia elementarne przyN = 3, n = 2 i odpowiadajace
im rozmieszczenia czastek w komórkach we wszystkich trzech rozpatrywanych modelach.
W rozpatrywanym obecnie modelu Bosego-Einsteina przyporzadkujmy kazdemu zdarzeniu
elementarnemu to samo prawdopodobienstwo I/(H+:_l). Obecnie zdarzenieA sklada sie tylko
l jednego zdarzenia elementarnego (permutowanie czastek znajdujacych sie w ustalonych
komórkach nie daje nic nowegO. gdyz czastki sa nierozróznialne). A zatem w obecnie
rozpatrywanym modelu

P(A) = (,'1+;-1)-'.

Zdarzenie B sklada sie obecniez (::') zdarzen elementarnych. Na tyle bowiem sposobów mozna
wybrac n sposród N komórek, a w wybranychn komórkach mozna obecnie umiescic po jednej
czastce tylkow jeden sposób.

o



Stad wynika, ze

Zdarzenie A sklada sie oczywiscie z jednego zdarzenia elementarnego, wiec

P(B) = (:): (N+:-l).

Zgodnie z modelem Bosego-Einsteina zachowuja sie fotony i atomy zawierajace parzysta liczbe
czastek elementarnych. Istnieja jednak czastki fizyczne, dla których ten model nie jest odpowiedni.
W zwiazku z tym rozpatrzmy trzeci model.

Rozwiazanie 3. (Model Fermiego-Diraca) . ,
Przyjmiemy, ze czastki sa nierozr6znialne i z·e w kazdej komórce mozel;tnajdowac sie co
najwyzej jedna czastka. Obecnie rozmieszczenie czast'ek bedzie dane, gdy wskazane beda komórki
niepuste (lub - co na jedno wychodzi - puste), gdyz zgodnie z przyjetym zalozeniem kazda
niepusta komórka zawiera dokladnie jedna czastke. Za przestrzen zdarzen elementarnychQ
przyjmiemy wiec w obecnym modelu zbiór wszystkich n-elementowych podzbiorów zbioru
N-elementowego (zbioru wszystkich komórek), tzn. zbiór wszystkich n-elementowych kombinacji
bez powtórzen zbioru {l, 2, ... ,N}. Przestrzen Q zawiera wiec (:) zdarzen elementarnych.
Kazdemu z nich przyporzadkujmy to samo prawdopodobienstwo

1/(:).

P(B) = 1,

Natomiast

gdyz zgodnie z przyjetym zalozeniem jest pewne, ze w zadnej komórce nie bedzie wiecej niz
jedna czastka.

Zgodni'e z Itlodelem F'ermiego-Diraca zachowuja sie m.)n elektrony, protony i neutrony.
Rozpatrzony przyklad jest bardzo pouczajacy. Widac z niego wyraznie, ze przyjecie odpowiedniego
modelu probabilistycznego zalezy od konkretnej sytuacji praktycznej. Wszystkie trzy omówione
modele sa sensown'e z probabilistycznego punktu widzenia. Trudno bylo z góry przewidziec,
te zadne czastki fizyczne na ogól nie beda sie zachowywac zgodni,e z pierwszym modelem (nie
jest zreszta wykluczone, ze kiedys taki,e czastki zostana wykryte), ze np. fotony beda sie
zachowywac zgodnie z drugim modelem, a elektrony zgodnie z trzecim.

Zestawienie zdarzen e1emenlarnydliOdpowiadajacych im rozmieszczen czastek w komórkach przyN = 3, n = 2
w rozpatrzonych modelach

Tu oczywiscie nie mozna rozwazac zdarzenia

Ck dla k > L
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2. Model Bosego-Einsteina (kólka oznaczaja czastki)

j-" KO~;;~~r--"...--Zda-;;~ni;-~I~~~~~~;~'"

_.._~nr_J_~:~1~}=[:{2,2}1 - \~~~}-_rJ~':!-rJ~~~}!-_i:~L

l . CO 1 __ 1__ . C ! C 1 _2. ,20 ,O: 10
, o ------1--- ._, , _
, C>2 lO O

3. Model Fermiego-Diraca (kólka oznaczaja
czastki)
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