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Zanurzyc w teorie mnogosci nie mozna tzw.

teorii kategorii, która operuje szenzym niz

zbiór pojeciem ••klasy". Na przyklad zbiór

wszystkich zbiorów nie istnieje, jednakze

wszystkie zbiory tworza klase.
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Kazdy, kto dostatecznie dlugo styka sie z matematyka, oswaja sie ze stosowana w niej metoda
dedukcyjna. Polega ona na tym, ze wszystkie wprowadzane pojecia opatruje sie precyzyjnymi
okresleniami, zas wszystkie wypowiadane twierdzenia sa scisle dowodzone.
No, moze w tym szkicowym obrazie nieco przesadzilismy. Kazdy uczen potrafi podac
przyklady poznanych na lekcjach matematyki pojec, których definicji mu nie podano, potrafi tez
wskazac twierdzenia, których dowodu nie przedstawil mu ani nauczyciel, ani podrecznik
matematyki. Dziac sie tak moze z kilku powodów. Czasem przytaczane twierdzenie ma dowód
tak latwy, ze mozna smialo przyjac, iz kazdy zainteresowany tym uczen potrafi go
przeprowadziC' samodzielnie. Czasem jest wrecz przeciwnie - dowód twierdzenia jest tak zlozony,
ze nie ma sensu przytaczac go w calosci. Mozna wówczas podac cos, co nazywa sie szkicem
dowodu lub w ogóle poprzestac na samym wyslowieniu twierdzenia. Moze tez zdarzyc sie, ze
przeprowadzenie dowodu wymaga wprowadzenia dodatkowych pojec i udowodnienia pewnych
twierdzen pomocniczych, które choc dostepne dla ucznia (czy czytelnika) zbytnio wydluzylyby
wyklad. W kazdym z tych przypadków twierdzenie mozna przyjac za prawdziwe: ma ono bowiem
dowód, choc dowód ten nie zostal przedstawiony. Podobnie rzecz przedstawia sie z definicjami
pojec .. ·
Jednakze, oprócz takich uchybien przedstawionej zasadzie, sa tez znacznie istotniejsze. Kazda
definicja jest odpowiedzia na pytanie "a cóz to takiego?", które moze, a nawet wrecz powinien,
zadac nauczycielowi (czy tez autorowi pracy matematycznej) sluchacz (czy tez czytelnik) z chwila,
gdy uslyszy nazwe nowego pojecia. Jednakze w odpowiedzi na to pytanie pojawic sie musza
nazwy pojec, które powinny tez byc zdefiniowane. Mozna wiec powtórzyc to samo pytanie -
tym razem odnoszac je do pojec, za pomoca których wyjasniano pojecie poprzednie. Proceder
taki mozna kontynuowac w nieskonczonosc. Zarówno w takiej rozmowie, jak i w kazdej teorii
matematycznej musza pojawic sie pojecia, których definicji nie podaje sie.
Na przykllKi, pojecie okregu definiuje sie w matematyce jako "zbiór punktów plaszczyzny
równooddalonych od ustalonego punktu". Na pytanie "a co to jest zbiór?" odpowiedzi juz sie
nie uslyszy - jest to pojecie, które przyjmuje sie bez definicji, co najwyzej ulatwiajac kilkoma
przykladami zrozumienie go temu, kto slyszy o nim po raz pierwszy.
Podobnie przedstawia sie sprawa z twierdzeniami. Dowodzac twierdzen, odpowiadamy na
pytanie "a dlaczego?", które powinno pasc z ust sluchacza (czy czytelnika). Ten lancuszek tez
trzeba przerwac w jakims miejscu. W kazdej teorii matematycznej, b~z wzgledu na to jak

precyzyjnie jest ona zbudowana, musza pojawic sie - te najbardziej podstawowe - pojecia,
których sie nie definiuje, i twierdzenia przyjmowane bez dowodu.
Totez maksymalnie mozemy zblizyc sie-do i4ealu precyzji matematycznej, sformulowanego na
wstepie, w nastepujacy sposób. Przystepujac do budowania (czy tez przekazywania) teorii
sporzadzamy liste tych pojec - tzw. pojec pierwotnych, które przyjmujemy bez definicji, oraz
twierdzen przyjmowanych bez dowodu - tzw. aksjomatów. Wszystkie inne pojecia, które
pojawiac sie beda w dalszym ciagu - beda juz dokladnie okreslone, wszystkie pozostale
twierdzenia beda mialy porzadne dowody. Tak zbudowana teorie nazywa sie teoria aksjomatyczna.
Mozna wiec przyjac, ze teorie aksjomatyczne, jako najblizsze idealu matematycznej scislosci,
sa dla matematyki czyms naturalnym. Powinny tez byc czyms na jej gruncie pospolitym. Tak jest
na pewno w tej chwili. Operowanie teoriami aksjomatycznymi jest czyms w matematyce
codziennym, a prawie wszystkie teorie, nawet jesli sa uprawiane nie w sposób aksjomatyczny,
daja sie odtworzyc w pewnej uniwersalnej teorii zaksjomatyzowanej (teorii mnogosci).
Nie zawsze jednak tak bylo. Jesli dzieje matematyki wyprowadzac - jak to sie obecnie czyni - .
z odleglej starozytnosci (najstarsze zródla do dziejów matematyki - pewne mezopotamskie
tabliczki- kJinowe - pochodza z okolo 2000 r. p.n.e.), to okaze sie, ze wynalazek teorii
aksjomatycznych jest wzglednie nowy: pierwszy aksjomatyczny system geometrii datuje sie na
ok. 350 r. p.n.e., a nastepne teorie aksjomatyczne pojawily sie dopiero w wieku XIX n.e. (inne
systemy geometrii, teoria liczb rzeczywistych, teoria liczb naturalnych). Przez przeszlo 2000 lat,
wszystkie teorie matematyczne - oprócz geometrii, nie byly teoriami aksjomatycznymi! Nie
oznacza to jednak, ze w tym czasie nie stosowano metody dedukcyjnej. Uprawiano rózne teorie
matematyczne bez ustalania listy aksjomatów, opierajac sie czesto na intuicji - ale zawsze od
pewnego poziomu poczawszy, twierdzenia byly dowodzone w mozliwie scisly sposób!
Jaka jest geneza metody aksjomatycznej? Postaramy sie naszkicowac odpowiedz na to pytanie
w nadziei, ze nie tylko pozwoli to zrozumiec istote waznego w dziejach matematyki faktu, ale
równiez rzuci swiatlo zarówno na sama metode, jak i jej wspólczesne zastosowania.

Najstarszym znanym wykladem teorii aksjomatycznej sa "Elementy" Euklidesa napisane przez
niego okolo 300 r. p.n.e. Stanowily one aksjomatyczny wyklad calosci wiedzy geometrycznej
znanej w czasach Euklidesa, pomyslany prawdopodobnie jako podrecznik. Te tez funkcje pelnily
"Elementy", lub ich niezbyt daleko idace przeróbki, jeszcze w XIX wieku. Bertrand Russel
wspominal, ze jeszcze w czasach jego mlodosci (okolo roku 1880) byl to jedyny powszechnie
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ObjetoSC zanurzonei czesci klocka nie ulell"ie
zmianie. W stanie równowagi bowiem sila

wyporu równowazy cietar klocka. W ukladzie

zwiazanym z winda role ciezaru klocka

spelnia wielkosc

natomiast role sily Wyporu - wielkosc

Y••• urz ~w (g+ a).

Porównuiac te wielkosci otrzymujemy

Vzaaurz = V et
I!w

niezaleznie od przyspieszenia windya.
Zachowanie klocka moze ulec zmianie jedynie

wtedy. Idy wartosc a jest bliska - g. Wtedy

bowiem zaczynaja grac istotna role sily

napiecia powierzchniowego i przylegania.

Powodem tego jest wieloznacznosc slów,

nieprecyzyjnosc terminów jezyka potocznego,
pelnego przenosni, porównan, gry slów

j ukrytych znaczen, Czlowiek, który nie jest

llupcem, nic zawsze jest. tnieglupiU~ z kolei
katdy chyba wolalby byc, ,glupi" nit
••lIlupawy".

To tez z powodu zamierzonego braku

precyzji: czy wirus jest organizmem zywym?,

czy dawniej bylo lepiej, czy gorzej?, czy

elektron jest fala?

Jezeli nasze zdanie jest rzeczywiscie

zaprzeczeniem zdania przeciwnika, taka
sytuacja nie mote sie zdarzyc. Tyle, te

czasami trudno jest zdemaskowac taka
d~a&ogiczna arllUmentacje ...•• a zatem

widzimy, te zabójca nie mógl miec bialego

kapelusza. Oskarzony mial czarny kapelusz,
a zatem to on zabil"

akceptowany podrecznik geometrii w Anglii, Tak dluga aktualnosc podrecznika Euklidesa
swiadczy, ze udalo mu sie stworzyc dzielo niemal doskonale. Wprawdzie przy obecnych
standardach scislosci matematycznej poprawnosc jego musi budzic liczne watpliwosci
i zastrzezenia, nie zmienia to jednak faktu, ze przez wspólczesnych jak i przez dlugie
pózniejsze stulecia bylo uwazane za wzorzec matematycznej precyzji.

Jednakze doskonalosc ta ma dla nas pewne ujemne skutki. "Elementy" wyparly bowiem z obiegu
wszystkie poprzednie próby usystematyzowania wiedzy matematycznej, totez jedynie z nazwiska
znamy icli autorów. Pierwszym, z&"dnie ze starozytnymi zródlami, byl Hippokrates (V w. p.n.e.);
uczen Platona, Leon, swoje "Elementy" napisal okolo 375 r. p.n.e. Wyklad geometrii spisal tez
najwybitniejszy geometra tamtej epoki, Eudoksos ... Fakt, ze nie znamy dziel tych w oryginalach,
powoduje, ze nie mozna przesledzic ewolucji metody aksjomatycznej od jej poczatKu do niemal
doskonalej postaci. Mozna wprawdzie, co czynia historycy matematyki, szukac w "Elementach"
Euklidesa, poprzez subtelna analize tekstu, sladów opracowanl na których opieral sie piszac
swoje dzielo, jednakze jest to metoda dostarczajaca watlych i bardzo watpliwych danych.

Powstaje przede wszystkim pytanie: czy poprzedzajace euklidesowy podreczniki geometrii mialy
budowe aksjomatyczna? Moze nie wszystkie, ale prawie na pewno niektóre z nich tak wlasnie
prowadzily swój wyklad. O ile bowiem Platon, zyjacy w latach 428-347 p.n.e., piszac wiele
o potrzebie uprawiania i nauczania geometrii nie mówi nic o metodzie aksjomatycznej, o tyle
Arystoteles w swoich dzielach pisanych niedlugo po smierci Platona opisuje te metode jako cos
dobrze i powszechnie znanego. Daty te pozwalaja na zakreslenie ram czasowych calkowitej
ewolucji metody aksjomatycznej. Od pierwszych prób jej zastosowania do powstania jej wzorca
minelo niewiele ponad 50 lat ... Tyle czasu potrzeba bylo na dokonanie ogromnej rewolucji
w sposobie uprawiania matematyki i na powszechna akceptacje jej wyników! Znowu rodzi sie
pytanie o przyczyny tak niezwyklego zjawiska.

Odpowiedzi na postawione pytania poszukamy idac sladem historyka geometrii i komentatora
Euklidesa - Proklosa. Stwierdzil on, ze "kazdy podziwia "Elementy" dla porzadku i wyboru
twierdzen, albowiem nie wszystko w nich umiescil, co mógl zgromadzic, lecz wszystko co
Wprowadza w pierwsze zasady geometrii". Po czym chwali Euklidesa za szeroki wachlarz
stosowanych rozumowan i dodaje: "W dodatku uzywal on wszystkich metod dialektycznych ...••
Slownik WYrazów obcych wyjasni nam w tym miejscu, ze w starozytnosci dialektyka byla to
"sztuka dyskutowania, umiejetnosc dotarcia do prawdy przez ujawnienie sprzecznosci w sadach
przeciwnika" (W. Kopalinski).
A wiec spór, dyskusja ... Metoda dedukcyjna i jej szczególna aksjomatyczna postac bylaby wiec
jedynie wysubtelnieniem metod prowadzenia dyskusji? Przypomnijmy obraz, który przedstawilismy
na poczatku: autora pracy matematycznej czy tez podrecznika dyskutujacego z czytelnikiem,
zadajacym bez przerwy pytanie "dlaczego?", a czasem sprzeciwiajacego sie komunikowanemu
stwierdzeniu. Tak wiec metoda stosowana w matematyce nie tylko wywodzilaby sie z dyskusji,
ale nigdy nie przestawala byc sama dyskusja. Tyle, ze zapisany zawsze jest tylko jeden glos,
autora. Role drugiego dyskutanta powinnismy odgrywac sami ...

Wyprowadzenie z dialektyki (czy tez po prostu ~ sztuki dyskutowania) metody dedukcyjnej
pozwala wytlumaczyc kilka jej osobliwosci. Wezmy dla przykladu tzw. zasade wylaczonego
srodka, która stwierdza, ze sposród dwóch zdan - danego zdania"p" i jego zaprzeczenia
"nie p" - dokladnie jedno musi byc prawdziwe. Zasada ta, ustawicznie stosowana
w rozumowaniach matematycznych i niemal powszechnie zaakceptowana przez matematyków,
budzi powazne zastrzezenia logików i filozofów. W jezyku potocznym, jak równiez w naukach
innych niz matematyka, mozna podac przyklady zdan, które przecza zasadnosci tego prawa.
Skad wiec bierze sie jego uznanie przez matematyków?
Latwo mozna zauwazyc, ze zasada ta wynika z samych zasad gry, jaka byla (a i bywa czasami)
dyskusja. Przypuscmy bowiem, ze dwie osoby postanowily przedyskutowac jakies zagadnienie.
W greckiej tradycji dyskusja taka z reguly miala narzucony nie tylko temat, ale i teze, która
podejmowal sie udowodnic inicjator sporu. Dalej - równiez reguly gry kazaly, by kazde zdanie
wypowiadane przez dyskutanta zyskiwalo badz akceptacje przeciwnika, badz tez zadanie dalszych
wyjasnien (polaczone z domniemaniem falszywosci WYrazonego sadu). Jesli zas dyskutant nie
potwierdzalby akceptacji sadu przeciwnika, ani tez go nie kwestionowal, oznaczaloby to pO prostu
brak zainteresowania kwestia. Spór stawalby sie niemozliwy.
I na zakonczenie jeszcze jeden przyklad - dowód nie wprost. Przypuscmy, ze w trakcie sporu
chcemy przekonac przeciwnika do wlasnego zdania, on zas broni zdania przeciwnego. Mozna
wówczas uzyc nastepujacego wybiegu. Zamiast dowodzic, ze racja jest po naszej stronie, wykazac,
ze nasz przeciwnik nie ma racji. (Zauwazmy, ze nie zawsze musi to oznaczac to samo, ale reguly
dyskusji dopuszczaly takie postepowanie). Tak wiec, aby obalic sad przeciwnika, mozemy

przyznac mu racje po to ~ylko, by pokazac do jak absurdalnych wniosków prowadzi jego
stanowisko. Tak tez postepuje sie przy dowodzie nie wprost twierdzenia matematycznego. Totez
kazdemu czytelnikowi takiego dowodu, który ma klopoty ze zrozumieniem go, lub chocby tylko
z zanegowaniem dowodzonego twierdzenia, radzimy, by wyobrazil sobie te sytuacje w bardziej
dramatycznej postaci: sporu dwóch dyskutantów. Jeszcze lepiej, niech poprÓbuje odegrac role
przeciwnika autora dowodu. To pomaga ...
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