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Gazy doskonale

Dr Marek CIEPLAK

I. W poprzednim artykule (Delta 5/1979) zorientowalismy sie, z jakim aparatem pojeciowym
zabiera sie fizyk-statystyk do kontemplowania wody w stawie. Dumac równiez mozna nad ruchem
kawalków lisci naparzanej herbaty. Dzialalnosc taka prowadzil Einstein, co zaowocowalo
w postaci statystycznej teorii ruchów Browna, sformulowanej niezaleznie takze przez
Smoluchowskiego.
2. Statystyczna analize ukladów wielu czastek dobrze jest rozpoczac od badania ukladów
naj prostszych, a wiec takich, dla których

N

E, = L E(lX)'
lX= l

Przypomnijmy, ze rozpatrujemy wszelkie sytuacje, jakie moga byc realizowane w pewnym duzym
pod ukladzie ukladu makroskopowego. Jesli w pod ukladzie jest akuratN czastek, a et-ta czastka
ma jakas energieE(lX)' to calkowita energia podukladu równa sie w ukladach prostych sumieE"
Jezeli

(2)
%

P(lX) ,
E(lX) = 2m

gdzie P(lX) oznacza ped et-tej czastki, am jej mase, to wzór (l) definiuje model gazu doskonalego.
Slowo "doskonaly" w istocie rzeczy zacmiewa ulomnosc modelu, polegajaca na zaniedbaniu
oddzialywan (zderzen) czastek ze swymi partnerami. W wypadku gazów takich, jak hel, tlen,
wodór, para rteci, zaniedbanie energii oddzialywan w porównaniu ze srednia energia kinetyczna
czastek jest bardzo dobrym przyblizeniem, gdy srednia gestosc czastek w podukladzie jest
niewielka, a temperatura dostatecznie wysoka.
3. Okazuje sie, ze pojecie gazu doskonalego mozna uogólnic na inne, niz gazy zwykle, uklady
fizyczne. Waznym przykladem jest uklad elektronów przewodnictwa. Wiemy, ze elektrony w metalu
mozna podzielic na dwie grupy. Pierwsza z nich zlozona jest z elektronów zewnetrznych powlok
atomów, tworzacych metal. Elektrony z tej grupy nosza nazwe elektronów przewodnictwa, gdyz
moga sie one przemieszczac prawie swobodnie i dzieki temu przewodzic prad. Na druga
zas grupe skladaja sie elektrony silnie zwiazane z jadrami atomów. Elektrony przewodnictwa
poruszaja sie zatem w polu dodatnio naladowanych jonów, ustawionych periodycznie w sieci
krystalicznej. Srednia odleglosc miedzy dwoma elektronami przewodnictwa jest rzedu ulamka
nanometra, totez energia ich wzajemnego oddzialywania jest porównywalna z ich energia
kinetyczna. Poglad, iz uklad elektronów przewodnictwa mozna uwazac za gaz doskonaly, wydaje
sie wiec na pierwszy rzut oka zwariowany. W rzeczywistosci jest on sluszny. Otóz elektrony

przewodnictwa oddzialuja ze soba tak silnie, ze w rezultacie pojedynczy elektron porusza sie
w wypadkowym polu elektrycznym wytwarzanym przez wszystkie pozostale elektrony. Pole to
jest w dodatku silnie kompensowane przez pole dodatnich jonów sieci. Kazdy z elektronów
zachowuje sie wiec jak czastka prawie swobodna. Nie jest to jednak "prawdziwa" czastka,
choc dziala jak ona. Za Landauem fizyk uzywa tu nazwy "quasiczastka". Z uwagi na
periodycznosc pola elektrycznego sieci owa quasiczastka ma tez inna mase niz elektron swobodny.
W metalach masy te sa jednak tego samego rzedu, totez analiza gazu doskonalego zwyklych
elektronów prowadzi do zrozumienia wielu wlasciwosci metali.
4. Podzielmy w mysli obszar zajmowany przez gaz doskonaly na prostopadlosciany o krawedziach
L"" L7' L:. Niech L"" L7' L: beda duze w porównaniu ze srednia odlegloscia miedzy czastkami.
Zgodnie z mechanika kwantowa kazdej czastce mozna przyporzadkowac fale, czy bardziej
fachowo: funkcje falowa, której kwadrat wartosci bezwzglednej okresla gestosc
pra wdopodobienstwa znalezienia czastki w punkcie(x, y, z). Funkcja falowa dla czastki z pedem
(p",p"P:) okazuje sie byc kombinacja wyrazów proporcjonalnych do cosinusa i sinusa liczby

2: (p"x+P7Y+ p:z), gdzie h jest stala Plancka, równa 6,6 x 10-34 J. s. Skoro zaden z

prostopadloscianów nie jest wyrózniony, nalózmy na funkcje falowa warunek powtarzania sie
od prostopadloscianu do prostopadloscianu, co odpowiada zamianiex na x+L", itd. Widzimy,
ze wartosci pedu, które czastka moze przyjmowac, nie sa dowolne. Musza one wynosic

(3)
h

p",=--m""
L",

h
P7 =-m7,

L7

h

p,. = [;;m:.

gdzie m"" m7' m: sa dowolnymi liczbami calkowitymi. Mówimy, ze ped, a w zwiazku z tym
i energia, sa skwantowane. Dwie sasiadujace wartoscip", róznia sie oh/L". Stosunek ten jest

niezwykle maly z uwagi na znikoma wartosc stalej Plancka, która jeszcze dzielimy przez spora
dlugosc L". Ped przyjmuje wiec wartosci ze zbioru praktycznie ciaglego. Piszac równanie Newtona
nie klopoczemy sie zatem kwantowaniem pedu. Jednak w naszym wypadku wlasnosc skwantowania
wykorzystamy do numerowania energii czastki.
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5. Ped nie jest jedyna wielkoscia, która charakteryzuje stan czastki. Wiele czastek ma wlasny
niezerowy wektor momentu pedu, zwany spinem, i proporcjonalny do niego wlasny moment
magnetyczny. Takie czastki zachowuja sie zatem jak wirujacy bak i jednoczesnie jak petelka
z pradem. Zgodnie z mechanika kwantowa spin o wartoscis moze ustawiac sie wzgledem
dowolnie wybranej osi tylko na2s+ 1 sposobów, które nazywamy stanami spinowymi czastki.
Np. czastki o spinies = 1/2, jak elektron, neutron, proton, atomy izotopu 3He helu, moga byc
tylko w dwóch stanach spinowych: "do góry" i "do dolu". Pod nieobecnosc pola magnetycznego
ustawienie spinu nie ma wplywu na energie czastki.
6. Czastki o spinie polówkowym (s = 1/2,3/2,5/2 itd.) nazywa sie fermionami. Okazuje sie,
ze fermiony obowiazuje regula Pauliego: w danym stanie jednoczastkowym moze znajdowac sie
co najwyzej jedna czastka. W naszym wypadkul-ty stan jednoczastkowy okreslony jest przez
podanie wartosci pedu czastki, tj. przez wybór liczbm", m" m•• i numer stanu spinowego. Jesli
przez ni oznaczyc liczbe czastek obsadzajacychl-ty stan, to regule Pauliego mozna zapisac
W nastepujacy sposób: -

(4) ni = O lub l.

Bozonów, czyli czastek o spinie calkowitym(s = O, 1,2 itd.) regula Pauliego nie obowiazuje
i wówczas

(5) n, = O, lub 1, lub 2, lub 3, lub 4, ....

Bozonami o zerowym spinie sa np. atomy gazów szlachetnych, a o spinie 1 - czasteczki
wodoru IH.

7. Przypuscmy, ze bozonowy lub fermionowy gaz doskonaly wewnatrz prostopadloscianu jest
w stanie oN czastkach i o calkowitej energiiEj. Wielkosci N i El dogodnie jest zapisac
za pomoca liczb obsadzenni:

(6)

(7)

N= Lnlo
l

E, = LEIn"
I

(8)

(9)

(13)

Rozwiaunie zadaoia M 200

Wybieramy prost'! p i znajdujemy na niej

punkty X i Y odlegle odpowiednio od i m

od punktu A polozonego w odleglosci h od tej

prostej. Ponadto punkty te winny lezec po
lej samej stronie rzutu prostopadlego A na

p. Niech M bedzie punktem przeciecia prostej

AX z prosi,! q prostopadl,! dop i przechodZ'lC'l

przez Y.Z zadaoia M 199 wynika, ze punkt

M lezy na okregu opisanym na szukanym

lrójk'!Cie ABC. ProwadZ'lc symetraln,!
odcinka AM znajdujemy w jej przecieciu

z prost'! q punkt O, bed'ICY srodkiem

wspomnianego okregu. Wierzcholki B i C
lrójk,!ta znajdujemy w przecieciu okregu

o .rodku w O i promieniu OA z prosI'! p.

M

gdzie E, oznacza energie, odpowiadajacal-temustanowi pojedynczej czastki, aElnl - wypadkowa
energie wszystkich czastek, którym zdarzylo sie byc wl-tym stanie. Widzimy, ze zbiór liczb
obsadzen {ni} wyznacza stan ukladu. Dla zadanegoN istnieje wiele zbiorów {ni}, spelniajacych
warunek (6), a stad - wiele dopuszczalnychE,. Srednie wartosci<N> i <E> otrzymuje sie,
zastepujac ni srednimi liczbami obsadzen<n,>.

8. Wykazemy teraz, ze jesli uklad ma temperatur~T i potencjal chemicznyp., to
1

<ni> =
~I-P

e kaT ±l
Górny znak dotyczy fermionów, a dolny - bozonów, przy czymp. jest funkcja temperatury.
Posluzymy sie rozkladem wielkim kanonicznym, zdefiniowanym wzorem

e(pN - E,)/ka T
PN" = _

.:;

Obliczmy najpierw stala E, normujaca rozklad do jednosci. Otóz

00 pN _ -El 00 -P-1;nl 1 -1;o,n,
(10) E = L e kaT L e kaT = L L' e kaT l e kaT

N=O i N=O {n,l

Symbol k' oznacza sumowanie po takich zbiorach liczb obsadzen, które odpowiadaja calkowitej
liczbie czastek równejN. Zsumowanie po 'wszystkichN pozwala pominac warunek na{!I,}. Stad

_1_1; (I'-o,)n, _l_(I'-ol)n,
(11) E=2>kaT~1 =IlLekaT

{nil l n,

Podstawmy (1 l) do (9) i zapiszmy wystepujace tamN i Ej zgodnie z (6) i (7). Stwierdzamy, ze
prawdopodobienstwo wystapienia stanu oN czastkach i o energiiEl jest nastepujacym iloczynem:

(12) PN" =IlP"
l

gdzie

_l_(p_o"n.
e kaT
--1

~ TT(u-o,)n,L.,e a
n,

Czynnik PI ma zatem interpretacje prawdopodobienstwa realizacjil-tego stanu jednoczastkowego.
Wnioskujemy stad, ze srednia liczba czastek w tym stanie wynosi

(14) <n.> = L n,PI•
n,
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Rozwiazanie zadania M 101
Rozpatrzmy plaszczyzneABCDEF
przechodzaca przez srodki przeciwleglych
krawedzi A'A" i D'D" szescianu. Niech
A'B = D'C = A"F = D"E = a. Mamy
BC = EF = v'2(I-a). NiechG i H beda
rzutami prostopadlymi punktuB na proste
A'D' iAD. Z trójkata prostokatneaoBCH

wyznaczymyCH =]i (~r+( ;2 r i wobec

teao BE = 2· CH = v' 1+20''-. W szesciokat
ABCDEF mozemy wiec wpisac kwadrat
o boku b = min (BC, CH) = min (2(1- a),

VI+2a2). Funkcjaf(a) = v'i(l-a) jest
funkcja malejaca parametrua; zasg(a) ~

= v' 1+ 202 rosnaca. Wynika stad, ze wa"oscb
bedzie najwieksza, adyv' 1+ 202 = Y2(1- a).

czyli ady a = {. DlugoSCboku kwadratu

wyniesie wówczas { v'2 '" 1,0607. Mozna

udowodnic, ze jest to najwiekszy kwadrat
mieszczacy sie w naszym szescianie.

.,-p
e koT +1

.,-p
e kaT -1

E, .s; Et'

E, > Ey(n.>r=o = {~

OC! 1

L n,e koT (p-'I)n,
..!!I=O

OC! 1

L ek;T-(p-,,)n,
nl=O

(n,> =

(n,> =

(18)

(17)

a wiec wszystkie poziomy o energii mniejszej od EFsa zajete, a o wiekszej sa puste. Energia
Fermiego to maksymalna dozwolona energia pojedynczej czastki w stanie podstawowym gazu.
Interpretacja fizyczna wzoru (17) jest jasna. Przypuscmy bowiem, ze w prostopadloscianie jest
srednio (N) czastek. W temperaturze zera bezwzglednego uklad musi byc w stanie o najnizszej
energii (co wynika z samej definicji temperatury). W kategoriach stanów jednoczastkowych znaczy
to, ze pierwszych (2s+ l) sposród (N) czastek musi miec energie zerowa. Zgodnie z regula
Pauliego nastepnych3(2s+ l) czastek obsadzi stany o energii, odpowiadajacej liczbom(m", m"

m.) = (l, O, O), (O, I, O)i (O, O, 1). Kolejne czastki "usadzamy"w stanach o coraz wiekszych
liczbach m", m" m. az do wyczerpania zbioru(N) czastek. Zauwazmy, ze dozwolone wartosci

pedów umieszczone sa w punktach wezlowych sieci prostopadlosciennej o stalych sieci :" '

:, i :., Pedy odpowiadajace energiom mniejszym odEF zawieraja sie w pewnym obszarze
wykrojonym z tej sieci. Dla duzych(N) obszar ten jest w przyblizeniu kula, której promien

./- 4wynosi PF = f 2mEF. Poniewaz a) objetosc kuli równa jest -:;tp~, b) objetosc przypadajaca na3

jeden dopuszczalny ped wynosi ~ . ;, • :. i c) kazdy ze stanów pedowych moze pomiescic
(2s+ l) czastek, gdyz tyle jest stanów spinowych, wiec wewnatrz kuli istnieje

4 L"L,L.
31T.(2mEy)3/Z •• (2s+ 1)

(16)

W wypadku bozonów

(15)

OC! p-q

gdyz mianownik w (16) jest suma postepu geometrycznegoL q" o ilorazie q = e ko T i pierwszym
n=O

wyrazie równym l, licznik zas jest pochodna sumy postepu wzgledemq. Szereg ten jest zbiezny,
jesli q < l, tzn. Il- e, < O. Skoro minimalna wartoscia energii kinetycznej jest zero, potencjal
chemiczny doskonalego gazu bozonów powinien byc ujemny. [przekonamy sie jednak, ze dla
temperatur bliskich zera bezwzglednegoIl musi znikac. W wypadku stanów, odpowiadajacych
energii E, = O, wzór (16) bedzie wymagal modyfikacji].
I dla fermionów i dla bozonów im wyzsza energia stanu, tym slabiej jest on obsadzony.

9. Rozpatrzmy gaz Fermiego w obszarze temperatur bliskich zera bezwzglednego. Jaki znak ma
/~(T= 0)1 Gdyby Il(T = O) bylo ujemne, to(n,) dla kazdego / dazyloby do zera wraz zT.
Prowadzi/oby to do absurdalnego wniosku o nieistnieniu czastek. Znikajaca wartoscIl(T = O)
dawalaby dla odmiany(n,> = 1/2 dla E, = O i (n,> = O dla kazdej innej energii, co nie
wyczerpywaloby zbioru(N) czastek, jesli(N) > 1. Stwierdzamy, zeIl(T = O) musi byc dodatnie.
Wielkosc te oznacza sie równiez symbolem EFi nazywa energia Fermiego'. WT = Ozatem

Srednia liczba wszystkich czastek(N) równa jest ~ (n,>, a srednia energia(E)- 2;e.(n,), W

wypadku fermionów n. spelnia warunek (4), totez

_I_(p_,,),o _1_(p_")'1
O . e ko T + l . e ko T

_I_(p_ ••)
1 +e keT

F~'

dozwolonych stanów. Przyrównanie (18) do(N) pozwala wyznaczyc EFjako funkcje gestosci,
czyli wielkosci bezposrednio mierzonej doswiadczalnie:

(19)
E _ hZ (}Z/3( 3 )Z/3F - 2m ~ -4-:;t-(2-s-+-1-) ,

gdzie

(20)

.~-'..,

(N) (N)/?=---=---,L"L,L. V
przy czym V oznacza objetosc podukladu. ZwrÓCmy uwage, ze wynik ten nie zalezy od wyboru
dlugosci krawedzi prostopadloscianu i ze EF,jako zwiazane z(N), jest w istocie wielkoscia
srednia·

10. Zastosujmy wzór (19) do gazu elektronów przewodnictwa w metalach. Srednia gestosc
elektronów przewodnictwa jest rzedulOH na cm3 (cez:0,91 x 10%Zcm-3, beryl: 2,4 xlOz3 cm-3) •
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Masa elektronu przewodnictwa jest rzedu masy elektronu swobodnego:m = 9 x 10-28 g, a spin
s = 1/2. Wnioskujemy stad, ze energia Fermiego jest rzedu10-71J. Jesli mierzyc te energie
w jednostkach temperatury(eF = ku TF), to odpowiada ona temperaturze FermiegoTF rzedu 105

(i predkosci rzedu 0,01 predkosci swiatla). Widzimy zatem, ze w temperaturze pokojowej elektrony
przewodnictwa zachowuja sie tak, jak w temperaturzeO K, tzn. znajduja sie w stanie

podstawowym ukladu. Dostarczenie do ukladu energii, odpowiadajacej temperaturze pokojowej,
nie jest wiec praktycznie w stanie" wybic" elektronu z kuli Fermiego, totez cieplo wlasciwe gazu
elektronowego jest zaniedbywalnie male. W wypadku gwiazd zwanych bialymi karlami, które
zbudowane sa z jader helowych i ruchliwych elektronów (zasoby wodoru ulegly wyczerpaniu
w wyniku ewolucji gwiazdy), gestosc elektronów jest rzedu 1030 na cm3, co odpowiada

temperaturze Fermiego równej 1011 K. Temperatura wewnatrz bialego karla jest dziesiec tysiecy
razy nizsza (107 K). Z punktu widzenia gazu elektronowego wewnatrz gwiazdy panuje trzaskajacy
mróz. Rozwazmy dla odmiany gaz zlozony z czasteczek helu 3He. Przypuscniy, ze temperatura
ukladu nieco przewyzsza 3,35 K, a cisnienie wynosi 1,18 atm. Obnizenie temperatury ponizej
podanej wartosci spowodowaloby przejscie z fazy gazowej do cieklej (uwzglednienie w teorii

energii oddzialywan byloby wówczas niezbedne). W takich warunkach €l= 3 X 1021 czasteczek/
/cm3, EF = 2,21 X 10-23 J, TF = 1,6 K (m = 3 x 1,67X 10-24 g). W porównaniu z hipotetycznym
doskonalym gazem helowym, istniejacym w temperaturzeO K, jego kula Fermiego opustoszala,

ostry schodek funkcji <nI) wygladzil sie w zjezdzalnie dla dzieci, a potencjal chemiczny /l bardzo
zmalal i stal sie ujemny (rzedu - 6 x10-23 J).Odwilz.

czyli

Q(ez)_ sin4ez
sincx Q

dla (2s+ l) stanów oEl = O

<nI> .~. { 2s~ 1 <N),O

(21)

[Wzór (16) prowadzilby do niefizycznego zastapienia<N) przez nieskonczonosc.] Zwiekszenie
temperatury powoduje stopniowe malenie gigantycznego obsadzenia stanu o zerowej energii
i wzbudzanie coraz wiekszej liczby czastek do stanów o energiach wyzszych. Obsadzenie stanu

najnizszego pozostaje makroskopowo duze do pewnej temperatury krytycznej, która jest rzedu
kilku kelvinów. Powyzej tej temperatury wzór(16) moze byc stosowany do wszystkich stanów.
Male energie p02lostaja faworyzowane, ale w stanie o zerowej energii jest niewielka liczba

czastek. Potencjal chemiczny staje sie wtedy ujemny. Ochlodzenie gazu ponizej temperatury
krytycznej prowadzi do przemiany fazowej, zwanej kondensacja Bosego-Einsteina. Sadzi sie, ze
przejscie fazowe cieklego helu 4He w stan nadciekly ma zwiazek z kondensacja Bosego-Einsteina.
Zwiazek ten nie moze byc prosty, gdyz w sensownej analizie nie sposób jest pominac energii
wzajemnych oddzialywan atomów cieklego helu. W tak niskich temperaturach (2,19 K)
z pewnoscia nie jest to gaz doskonaly.

13. Jesli temperatura gazu fermionowego lub bozonowego jest dostatecznie wysoka, to<N)

czastek rozcienczy sie po wszystkich stanach jednoczastkowych. Srednie obsadzenie kazdego
jednoczastkowego stanu bedzie wtedy lIiewielkie. Wnioskujemy stad, ze w takiej sytuacji e-p/ku T,
wystepujace we wzorze (8), musi miec tak duza wartosc, a wiec/l/kuT ma tak duza wartosc
bezwzgledna, ze dodanie lub odjecie jedynki w mianowniku WYrazenia (8) staje sie bez znaczenia.

11. Jak sie zachowuje gaz elektronów przewodnictwa w polu magnetycznym? Zauwazmy, ze
energie el, oprócz energii kinetycznej czastki, w obecnosci pola magnetycznego musza uwzgledniac
energie oddzialywania wlasnego momentu magnetycznego elektronu z polem. Momenty
magnetyczne moga ustawiac sie tylko na dwa sposoby, przy czym moment równolegly do pola
jest faworyzowany energetycznie. Dla kazdego stanu pedowego srednie liczby obsadzen dla
czastek z momentem "do góry" sa wieksze niz srednie liczby obsadzen dla czastek z momentem
•• do dolu". W ukladzie pojawia sie wiec pewien wypadkowy moment magnetyczny, czyli
namagnesowanie. Zjawisko to nosi nazwe paramagnetyzmu Pauliego. Nie jest to jednak jedyny
wplyw pola magnetycznego na uklad elektronów przewodnictwa. Pole magnetyczne wywiera na
elektrony jeszcze sile Lorentza, pod wplywem której elektrony poruszaja sie po spiralach.
W ukladzie zostaje indukowa,ny prad wirowy. Zgodnie z regula Lenza pole magnetyczne

wytworzone przez indukowane prady ma zwrot przeciwny do pola, które je wywolalo. Zjawisko
ma zatem charakter diamagnetyczny i nosi nazwe diamagnetyzmu Landaua. Zwrot wypadkowego
namagnesowania próbki uzalezniony jest od tego, które z dwóch zjawisk przewaza. Najczesciej
jest on równolegly do pola.

12, Wlasciwosci doskonalych gazów- bozonowego i fermionowego - sa zupelnie odmienne.
Stan podstawowy ukladu bozonów nie jest wyznaczony przez kule Fermiego. W temperaturze
zera stopni nie stosuje sie regula Pauliego i wszystkie bozony znajduja sie w stanie o najnizszej,

. czyli zerowej, energii kinetycznej. Gaz bozonów, w odróznieniu od gazu fermionów, w stanie
podstawowym nie wywiera cisnienia. WT = O potencjal chemiczny gazu bozonów musi znikac,
gdyz dodanie do ukladu dowolnej liczby czastek nie jest w stanie zmienic calkowitej energii gazu.
Stosowanie wzoru (16) nie jest wówczas poprawne. Prawidlowe srednie liczby obsadzen dane sa
przez

R(~)

R = v'sin2cx
g ,

gdzie v jest predkoscia wyplywu.

Ilosc wody padajaca na obszar trawnika

zawarty miedzy R i R+ dR powinna, zgodnie

z trescia zadania, wynosicC' 2nRdR, gdzie

e jest pewna stala gestoscia powierzchniowa

wody (ilosc wody nie zalezy od polozenia
R na trawniku). Z drugiej strony, jesli gestosc

otworów na nasadce wynosi e(ez), to ilosc

wody polewajacej obszar trawnika znajdujacy
sie w odleglosci R(ez) (patrz wzór (I» wynosi

e(ez)d!.l= 2nsineze(ez)dez, gdzie d!.l= 2nsinez

dezjest elementem kata brylowego zawartym

miedzy katami ez i ez+dez. Musi byc zatem
spelniony warunek

2nsinezg(ez)dez= C· 2nRdR.

Stad, wykorzystujac wzór (I), dostajemy

Q(ez)= ~R ~ = -::- v'sin2ez x
sIDa dCl sm ex g

(I)

2v'cos2ez Cv' sin4ezx---- = .
g gSlllez

Rozwiazanie zadania F 67
Poniewaz promien nasadki jest maly

w porównaniu z rozmiarami trawnika~
mozemy zaniedbac rozmiary nasadki i zalozyc,

ze zasieg strugi wylatujacej pod katem ez do

pionu jest w przyblizeniu równy odleglosciR
od srodka nasadki. Zaniedbamy równiez

róznice poziomów miedzy elementem nasadki

a trawnikiem. Wtedy ruch strugi wody opisany

jest przez rzut ukosny, w którym zasieg
wynosi
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Srednia si/a wywierana przez wszystkie czastki dana jest wiec wzorem

Rozróznienie miedzy fermionami i bozonami zanika. Srednie liczby obsadzen przyjmuja wartosci

hlm:
2mL.kB r

m.
I>-

hlm;

2mL"kBT :::::

hlm;
2m1.,kB T

= L" ~~eh ~ L"
m"

<N)
P= ---kaT.

V

Z- l. ~- <N> ~ e-'dkBT =I

P-'I
<ni> = e kB T = e-'I/kB TZ

h1mi _

2mL"kBT ~e~
m,

h2m';

2mL" kB T

m"
Le-
L +00 _-"L L +00

:::::.;- ~ e 2mkBT dp" =';-Y2mkBT ~ e-Pdt.
-00 -00

= 2s+1 ~e(N) ~
m"

(28)

(27)
<F> = ~ (ni>!. = ._1 .. ~ e-'I/kBT(- dEI) =~ Z~ dL"

= kBT _~_ L e-'I/kaT = <N)kaT dZ = (N)kBTZ dL" I Z dL" L"

Cisnienie P jest stosunkiem <F) de powierzchni s.:iany. Uzyskujemy znajomy i czesto stosowany
wynik

(26)

(25)

(24)

Niech Czytelnik nie obawia sie, ze zaproponuje mu siceteraz badanie ukladów bardziej
skomplikowanych niz gazy doskonale. Wystarczy stwierdzic, ze teoria statystyczna prowadzi do
zrozumienia wlasciwosci np. tak intrygujacych ukladów, jak zbiór momentów magnetycznych
ferromagnetyka.

(22)

Gdybysmy w tym artykule zamiast1/ka T uzywali symbolu p, wprowadzonego poprzednio
(Delta 5/1979) wzór (28) identyfikowalby pkB z odwrotnoscia temperatury. Gdybysmy wreszcie
rozpatrywali uklad o scisle okreslonej liczbie czastekN i poslugiwali sicezespolem kanonicznym,
uzyskalibysmy wynik (28) z tym, ze<N) zostaloby zastapione przezN. Jest to przyklad
termodynamicznej równowaznosci zespolów statystycznych.

Calka wzglcedemt okazuje sicemiec wartoscyn. Stad

L"LyL. 2s+ l 2s+ l
Z = .--- --- (2nmkB T)J/Z = e ---- (2nmkB T)J/Z.

(N) h3 h3'

(23)

Jest to prawo klasycznego gazu doskonalego. Dokladniejsze obliczenia, oparte o pelny wzor (8),
prowadzilyby do wniosku, ze w wysokich temperaturach doskonaly gaz fermionowy wywieralby
nieco wieksze, a bozonowy nieco mniejsze cisnienie.

14. Obliczmy teraz cisnienie wywierane przez klasyczny gaz doskonaly. Niech!. oznacza wartosc
si/y wywieranej przez czastke wl-tym stanie na scianex = L" prostopadloscianu. Powierzchnia
tej sciany wynosiLy' L•. Przypuscmy, ze sciana ulegla powolnemu przesuniceciu o odcinekdL",

przy czym <N> pozostalo nie zmienione. Praca!.dL", która wykonuje czastka na tej scianie,
musi byc rówI1ll ubytkowi energii - dEI czastki. Stad

dEI!.= -'0--
dL"

W wypadku tlenu w O°C pod cisnieniem 1 atm Z jest rzcedu106• Jest to wicecwtedy wspanialy
gaz klasyczny. Natomiast dla elektronów przewodnictwa Z jest rzedu10-4 w temperaturze
pokojowej. Wyrazenie (22) traci wówczas stosowalnosc.

Dla duz}ch L" sume pom" pomnozona przezh/L", czyli przez szerokosc odstepu miedzy
sasiadujacymi wartosciami x-owej skladowej pedu, swietnie daje siceprzyblizyc przez calkce
wzgledem p,,:

gdzie Z = e-P/kBT. [Wzór (22) uzyskuje sicetakze w granicy malych gestosci: zanik efektów
kwantowych.] Mówimy wówczas o klasycznym gazie doskonalym. Znajdzmy Z z warunku

(N) = ~ <ni>:

B

M

NiechM bedzie punktem przeciecia dwusieczne)
klita ACB z okregiem opisanym na trójkacie
ABC. Poniewaz katyACN i NCB sa równe.
równe SlIwiec i luki AN oraz NB. a zatem
idlullosci cieciwAN i NB. Punkt N lezy wiec
na symetralnej bokuAB. jest on zatem
punktem wspólnym dwusiecznej kataACB
i symetralnej bokuAS oraz lezy na okrellu
opisanym na trój klicieABC.

RozwilIunie zadania M 199

~
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