
Jesli liczby calkowite polozyc na zbiorze Cantora ...

Prof. dr Jerzy MIODUSZEWSKI
Aby dodac dwie liczby naturalne zapisane w ukladzie dwójkowym. np.0+0' 2+ 1·2z+ 1· 23

i 1+ 1 . 2+ 1·2z, podpisujemy ich symboliczne zapisy jeden pod drugim i dodajemy tak. jak to
robimy na co dzien (kierunek zapisu zalezy od przyzwyczajen):
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Nanoszenie liczb dwójkowych na zbiór
Canlora.

Wynik oznacza liczbe1+ 1· 2+0' 2z+0' 23+ 1· 24• To formalne dodawanie zgadza sie z doda-
waniem prawdziwym: dodawalismy12 i 7 i dostalismy 19.
Wyrazenia nieskonczoneXO+Xl . 2+xz' 2z+ ... nie sajuz liczbami. ale dodawac je mozna: jak
poprzednio. ich symboliczne zapisyx = XOXl Xz ... podpisujemy jeden pod drugim dodajac na
kazdym miejscu tak. ze jesli np. mielibysmy dostac 2. to piszemy na, tym miejscuO, pamietajac
o dodaniu na nastepnym miejscu 1. '
To dodawanie (przemienne) czyni ze zbioru liczb dwójkowych. bo tak nazwiemy rozpatrywane

wyrazenia, grupe; element0= 000 ...jest neutralny pr~y tym dodawaniu.
O matematykach mówia. ze biora zbiór. na nim dzialanie, sprawdzaja. ze to jest grupa. a potem
sie ciesza. Ta uszczypliwosc moze tyczyc zamieszczonego wyzej fragmentu: fakt, ze liczby
dwójkowe tworza grupe, móglby byc zatajony bez szkody dla rozumienia dalszego ciagu. Aby
uniknac zarzutów. autor postara sie ten fakt wykorzystywac.

•
Zbiór liczb dwójkowych mozna zobaczyc na prostej. przypisujac liczbie dwójkowejXOXIXZ ...

liczbe rzeczywista 2x0/3+2xl/3z+ 2xz/33 + ... Liczby te mieszcza sie na odcinku[O,1] prostej:
najmniejszajest O. a najwieksza jest2/3+2/3z+2/33+ ... = 1. W licznikach ulamków brak jest

jedynek (sa tylko zera i dwójki). Brak jedynki przy1/3 znaczy brak liczb z przedzialu(1/3, 2/3);
brak jedynki przy 1/3zznaczy brak liczb z przedzialów(1/3z. 2/3Z) i (7 /3z, 8/3Z). Rozpatrywane
liczby tworza wiec (byc moze dobrze znany) zbiór Cantora. który stanowi pozostalosc odcinka
[0.1] PQ usunieciu przedzialów. które zaczelismy wypisywac. a których brak (oraz brak czwórki
nastepnych) pokazany jest na rysunku.
Przedzialy dopelniajace zbiór Cantora do odcinka[O. 1] wazne sa jedynie dla pogladowosci.
Naprawde wazne jest to. co po usunieciu tych przedzialów zostaje. Po usunieciu przedzialu
(1/3, 2/3)zostaja 'dwie porcje skladajace sie, jedna. z liczb dwójkowychOx l Xz ••• i. druga,
z liczb dwójkowych lXlxz ... Po usunieciu dwu nastepnych przedzialów zostaja cztery porcje.
kazda zlozona z liczb dwójkowychOOXZX3...• Olxzx3 ...• 10xzx3 ... i (czwarta) z liczb 11XZX3'"

Ogólnie. porcja n-tego rzedu to zbiór liczb dwójkowych00 •.. 0'_1 X.X.+1 •.•• gdzie pierwszych
n cyfr jest ustalonych. Niech zapis00 •.. 0.-1 bedzie symbolem porcji.

•
Liczby naturalne to wielokrotnosci liczby dwójkoweje = 1000 ...Oto zapisy dwójkowe kilku
pierwszych z nich:
e = 1000 .
2e = 01000 3e = 1100 ...
4e = 001000 Se= 101000...6e= 011000 ...7e= 111000 ...
A oto liczby przeciwne do wypisanych wyzej:
-e = 1111 .
-2e = 01111 -3e = 10111...
-4e = 001111 -Se = 110111... -6e = 010111 ... -7e = 100111...

Dla obliczenia np. liczby dwójkowej -e szukalismy liczby dwójkowej XOXIXZ •..• która dodana
do e = 1000 ...dawalaby 0000 ...Dostalismy liczbe dwójkowa1111 ...•która juz nie jest liczba
w zwyklym sensie, majac w zapisie dowolnie daleko jedynki. Jesli ktos próbowal odejmowac na
arytmometrze od zera jedynke. dostajac serie dziewiatek od konca, ten zdaje sobie sprawe z tego.
co wyszlo.
Liczby dwójkowe ze zbioruE = {... -2e. -e, O. e, 2e,... }powstaja kolejno jedna z drugiej
przez dodawanie e.co sie na przykladzie wypisanych liczb latwo sprawdza, a co w ogólnosci
wynika z faktu, ze liczby dwójkowe tworza grupe. ZbiórE jest wiec orbita punktue,jak sie
mówi.

Przez przyporzadkowanie n -+ ne,liczby calkowite zostaly polozone na zbiorze Cantora
z zachowaniem dzialan. Ale teraz ich polozenie geometryczne niczym nie przypomina polozenia
liczb calkowitych na prostej. Na rysunku (obok) naniesione zostaly polozenia liczb dwójkowych
ze zbioru E od -'-8e do 7e; strzalki pokazuja przejscia do liczby nastepnej.
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Podzbiór A przestrzeni metrycznej X nazywa

sie gesty wX, gdy w kazdym otoczeniu

dowolnego punktu p e X sa punkty zbioru A

(np. zbiór liczb wymiernych na prostej).

Przestrzen metrycznaX jest spójna, gdy nie

da sie podzielic na dwa zbiory otwarte,

niepuste i rozlaczne. Przestrzen metryczna
X nazywa sie zwarta, gdy kazdy ciag punktów

tej przestrzeni zawiera podciag zbiezny.

Odcinek z koncami jest przestrzenia zwarta
i spójna. Pojecia te sa dokladnie omawiane

w kazdej ksiazce z elementami topologii
(np. we wzmiankowej w koncu artykulu
ksiazce A. Lelka).

C i C' sa przeciwleglymi tworzacymi

"powierzchni walcowej" powstalej w opisany
obok sposób.

19la gramofonowa, biegnac po rowku

dochodzacym dox, przeskakuje na rowek

wychodzacy zx + e.

Solenoid = zwojnica.

Termin ••kontinuum" oznacza tu przestrzen
metryczna zwarta i spójna. "Continuum"
to tzw. liczba kardynalna, wyrazajaca ilosc
wszystkich liczb rzeczywistych.

Nanoszenie liczb dwójkowych na odcinek objasnijmy na przykladzie liczby3e = 11 000 ... :
lezy ona w porcji II, na jej lewym koncu, majac w zapisie Zera do konca.

Orbita E jest równa zbiorowi wszystkich punktów skrajnych w porcjach, punktyn . e sa lewymi
koncami porcji, jeslin ~ O; sa prawymi koncami porcji, jeslin < O (wtedy zamiast zer do

konca wystepuja jedynki); nietrudny rachunek pokazuje, ze wszystkie konce porcji beda
wyczerpane przez liczbyne.Orbita E jest wiec gesta w zbiorze Cantora, majac punkty w kazdej
porcji, jakkolwiek malej.

Czy to ciekawe, ze orbita pewnego punktu jest gesta? Na okregu, jesli odkladac od zera stale

kat np. jednego radiana (a jest on niewspólmierny z katem pelnym), to otrzymane punkty
pokryja gesto okrag (mozna spróbowac dowiesc tego samemu, albo zajrzec do ksiazki
J. F. Koksmy, Diophantische Approximationen,Springer, Ergebnisse der Mathematik 4, 1936,
str. 10). Czy wiec podobna rzecz na zbiorze Cantora mialaby juz nas nie interesowac?
Dodajmy, ze do uzyskania orbity gestej nie potrzebowalismy liczb niewymiernych .

•

Za odleglosc liczb dwójkowych mozna przyjac np. ich odleglosc jako punktów zbioru Cantora.
Nie zmienimy istoty rzeczy, jesli za odleglosc liczb dwójkowych przyjmiemy liczbel/n, gdzie
11 jest numerem miejsca, na którym cyfry w zapisach tych liczb zaczynaja sie róznic w sposób
istotny: za nieistotne uznajemy zaokraglenia w rodzaju 0, ... 100111111. ... ~ 0, ... 10100000 ....

Dodawanie i przypisywanie elementowi elementu przeciwnego sa operacjami ciaglymi: jesli
zmienimy skladniki mniej niz ol/n, to suma zmieni sie mniej niz o1/n-1 (podobniejest
dla operacji -).

Majac elementa 'w zbiorze Cantora, wez~y pod uwage odwzorowanie, nazywane przesunieciem
o a, przypisujace elementowix zbioru Cantora elementx+a. Jest to homeomorfizm zbioru

Cantora na siebie: ciaglosc byla wyjasniona, a przesuniecie o-a jest odwzorowaniem odwrotnyn
ciaglym w mysl poprzedniej uwagi.

Przesuniecie E+a zbioru E o a (tak ten zbiór przesuniety oznaczymy i nazwiemy) jest zbiorem
homeomorficznym zE. Jes) ia E E, to E + a = E. Jesli a rt E, to E + a jest rozlaczne zE.

Wiecej, rózne przesuniecia zbioruE sa rozlaczne. Sprawdza sie to prostym rachunkiem
robionym w kazdym systematycznym wykladzie o grupach; np. w ksiazce B. Gleichgewichta,
Algebra, rozdzial XlI, twierdzenie 12.4.

Zbiory E+a sa przeliczalne. Wszystkie razem pokrywaja zbiór Cantora. Róznych od siebie
przesuniec zbioruE jest wiec continuum.

Jesli zbiór E+aprzesunac oe, to dostanie sie znowu zbiórE+a, co sie latwo sprawdza.

,.,

Z liczb dwójkowych zrobimy teraz uzytek, co przy okazji pozwoli zobaczyc wszystko jeszcze raz
inaczej i, byc moze, wyrazniej.

Przez punkty zbioru Cantora przeprowadzmy jednakowej wielkosci okregi w plaszczyznach
prostopadlych do osix-ów, na której zbiór Cantora lezy, i majacych srodki na prostej
równoleglej do osix-ów. Bardziej formalnie: utwórzmy produkt zbioru Cantora przez okrag.
Ale teraz rozetnijmy tak powstala wiazke okregów wzdluz zbioru Cantora, który rozwazamy.
Na miejscu zbioru Cantora powstaly dwa zbiory Cantora,C' i C". Spróbujmy teraz skleic cala
rzecz z powrotem, ale inaczej, a mianowicie tak, by punktx na C' skleil sie z punktem x+e
na C".

To, co powstalo, nie jest juz niespójna wiazka okr~gow. Odcinki powstale po rozcieciu okregów,
przechodzace przez punkty orbityE punktu e,polaczyly sie w lancuch odcinków {... L 2, Lt,
10,11,12, ••• }: jesli odcinkom wiazki nadac zwrot odC' do C", to wyglada to tak, ze koniecne
odcinka lo skleil sie z poczatkiem (n+ l)e odcinka 10+1. Wspomniane odcinki daja w sumie
linie, która jest obrazem ciaglym i wzajemnie jednoznacznym proste] i która jest gesta w calosci,
bo powstaje z sumy okregów przechodzacych przez punkty orbityE, gestej w zbiorze Cantora.
Calosc, zawierajac podzbiór gesty i spójny, jest spójna. Jest tez zwarta, bo wiazka odcinków,
z której powstala, byla zwarta. Calosc jest wiec kontinuum.

Kontinuum to nazywane jest solenoidem. Bylo odkryte przez Vietorisa (1927) i dokladnie zbadan
przez van Dantziga (Ober topoJogisch homogene Kontinua, Fundamenta Mathemalicae 15(1930),
str. 104-125).

,.,

Opis solenoidu mozna bardziej unaocznic.

W pierwszym przyblizeniu, zbiór Cantora to dwa odcinki rozlac'zne, oba o dlugosci 1/3, w których
leza porcje pierwszego rzedu. Pierwsze przyblizenie solenoidu to sklejenie brzegami dwu pasm
nad tymi odcinkami. Przy przesunieciu oe porcja O przechodzi na porcje 1 i na odwrót. Rysunek
dalej przedstawia sklejanie pasm pierwszego rzedu wedlug tego przyblizonego przepisu. Przy
sklejaniu, majac pasma polozone tak, ze mialyby sie zwinac na powierzchnie walca, przekladamy
je miejscami, wlasnie tak jak na rysunku. Jednakze po takim sklejeniu pasma drugiego rzedu
nie skleja sie w sposób odpowiadajacy sklejaniu sie porcji drugiego rzedu: porcja 00 ma przejsc
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Pasma pierwszego rzedu daja w sumie wstege

spójna (zakreskowana). Pasma drugiego rzedu

daja w sumie dwie wstegi (czarna i czerwona)

Teraz pasma drugiego rzedu daja w sumie

wstege spójna.

Inny opis polaczen pasm drugiego rzedu

(sklej paski, doklejajac A do A, B do B itd.).

na porcje 10, porcje 10 na porcje 01, porcja 01 na porcje 11, a porcja 11 zn6w na porcje 00.

Aby uczynic zadosc tym warunkom, wystarczy na jednym ze sklejen przelozyc miejscami pasma
tak, aby 11 przeszlo na 00, tak jak na rysunku nizej. Otrzymujemy znowu wstege sp.>jna.
W przekroju wszystkich budowanych kolejno wsteg dostaje sie linie. Mogly one r6wnie dobrze

powstac jako przekr6j kabli (torus6w) biegnacych tak samo, jak przedtem wstegi. Mozna by
pomyslec, ze po tych kablach plynie wkolo prad.

W interpretacjach fizycznych nie warto isc za daleko: jesli chcielibysmy pomyslec, ze i po liniach
solenoidu plynie prad, to stwierdzilibysmy, ze jego strumien rozpadl sie na continuum czesci
(mimo ze w przyblizeniach byl zawsze tylko jeden strumien). Jedna z tych czesci to linia, o kt6rej
byla juz mowa, powstala z odcink6w przechodzacych przez punkty orbityE. Reszte linii

dostaniemy przesuwajac orbiteE (Pamietamy, ze zbioryE+a przechodza kazdy na siebie przy
pr~esunieciu oe).To zapewnia sklejanie sie ze soba dwu egzemplarzy zbioruE+a, jednego na C'
i drugiego na cn, i polaczenia sie wszystkich odcink6w przechodzacych przez punkty zbioruE+a
w jedna linie, taka sama jak ta, kt6ra przechodzi przez punkty zbioruE.

Paradoks z rozpadem strumienia pradu jest, jak wiele tzw. parappks6w nieskonczonosci, pozorny:
dotyczy nie zjawiska, lecz wyobrazen, które w sytuacjach granicznych przestaja pelnic swoja
poprzednia role.

Kazde kontinuum zawarte w solenoidzie, rózne od calosci, jest odcinkiem jednej z continuum

linii, na kt6re rozpada sie solenoid; wydaje sie to na tyle widocznym (czyzby?), zeby opuscic
dowód (watpliwosci te mozna poglebic: jesliby w przeprowadzonej konstrukcji posluzyc sie nie
zbiorem Cantora, lecz okregiem, na kt6rym obrót o jeden radian spelnialby role przesuniecia oe,
to dostalibysmy równiez continuum linii rozlacznych, kt6re wszakze daja w sumie powierzchnie
torusa, i wypowiedziane zdanie przestaje byc prawdziwe). Taki odcinek jest polozony w sumie

skonczonej ilosci odcinków wiazki odcinków przechodzacych przez punkty. zbioru Cantora,
z kt6rej solenoid powstal. Jest wiec rzadki w solenoidzie (bo wspomniana suma skonczona jest
rzadka w wiazce; rzadka - znaczy nigdzie (nie) gesta). Kontinua takie, ze kontinua w nich
zawarte, r6zne od calosci, sa zawsze rzadkie, nazywane sa nierozkladalnymi. Nazwa bierze sie
stad, ze nie mozna przedstawic takiego kontinuum jako sumy dwu kontinu6w r6znych od calosci;
nie mozna, bo suma dwu zbiorów rzadkich jest zbiorem rzadkim. Sol~noid jest wlasnie takim
kontinuum nierozkladalnym.

A oto inne kontinuum nierozkladalne, kt6rego konstrukcja moze byc podpowiedziana przez
budowe zbioru liczb dw6jkowych, jesli przyjrzec sie wzajemnemu polozeniu liczb dwójkowych
x i -x.
Majac na uwadze kolejnoscO, -e, e, -2e, 2e,'" punkt6w orbity E, polaczmy punkty O i -e

g6ra p6lokregiem, punkty-e i e dolem pólokregiem, a potem znów góra p6lokregiem punktye
i -2e,i podobnie dalsze, jak na rysunku. Dostaniemy lancuch luk6w,Al, A2' A3' ... (p. rysunek
obok), których suma jest obrazem ciaglym i wzajemnie jednoznacznym p6lprostej[O, co).
Rozszerzmy ten spos6b laczenia pólokregami dolem na wszystkie pary zlozone z punkt6wx
i -x, i pólokregami góra na wszystkie pary zlozone z punktówx i -(x+e), symetrycznych

wzgledem srodka zbioru Cantora. Powstaje kontinuum nierozkladalne, kt6rego opis tu podany
pochodzi od Bronislawa Knastera.

Trudno bylo tu powiedziec wiele o liczbach dwójkowych, o solenoidzie, czy tez o opisanym
tu kontinuum Knastera. Liczby dwójkowe to inaczej liczby 2-adyczne, szczególny przypadek liczb
p-adycznych (p. artykul Krystyny Wojtk6w, Delta nr 9/1978; systematyczny wyklad mozna znalezc
w ksiazce W. Narkiewicza, Teoria liczb, Biblioteka Matematyczna 50, PWN, Warszawa 1977,
na str. 327-339). Pokazalismy z grubsza, jak zobaczyc liczQYp-adyczne. Przypadekp = 2 odd~je
w duzym stopniu istote rzeczy. Dodajmy jednak, ze byla tu mowa jedynie o tzw. liczbach

2-adycznych calkowitych (rozwiniecia rOZciagaja sie w jedna strone, a mozna by pomyslec,
ze w obie). o

Najlepsza poczatkowa lektura na temat kontinuów nierozkladalnych jest odpowiedni rozdzial
(str. 82-96) ksiazki A. Lelka,Zbiory, Biblioteczka Matematyczna 26, PZWS, Warszawa 1966.
Solenoid jest grupa, czego nie zobaczylismy, ale od czego nie bylismy daleko (p. ksiazka
D. Montgomery'ego i L. Zippina, Topological transJormation groups,New York 1955, str. 66;
na str. 48 jest tam mowa o liczbach dwójkowych).

Kontinuum Knastera powstaje z solenoidu przez utozsamienie punkt6wp i -p, gdzie -p oznacza
element przeciwny dop w solenoidzie jako grupie. Kontinuum to, poza obrazem p6lprostej,
sklada sie z continuum linii, które sa obrazami ciaglymi i wzajemnie jednoznacznymi calej
prostej. Nie wiadomo, czy wszystkie te pozostale linie sa homeomorficzne, chociaz David Bellamy
(kt6rego praca sprzed kiJku lat, nie opublikowana, inspirowala autora do napisania tego artykulu)
dowiódl homeomorficznosci niektórych z nich.
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