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W swojej najprostszej postaci mierzenie polega na ocenianiu jakosciowym przedmiotów lub ich
zbiorów prowadzacych do okreslen typu duzy-maly. lekki-ciezki. wysoki-niski. krótki-dlugi.
W bardziej zaawansowanej formie - kiedy chcemy porównac ("zmierzyc") skonczone podzbiory
jakiegos zbioru o podobnych ("identycznych") elementach. jest liczeniem. Wprowadzamy
kryterium porównawcze: miare zbioru, która jest liczba jego elementów. Znacznie bardziej
zawila staje sie sytuacja dla zbiorów nieskonczonych. Idea wszelkiego pomiaru pozostaje jednak
zawsze taka sama - pomiar polega na porównywaniu "duzych" zbiorów przez ich podzial
na male ("regularne") przystajace czesci.
Jedna z praktycznie najoczywistszych czynnosci zwiazanych z mierzeniem jest pomiar dlugosci
odcinków. Juz starozytni Grecy natrafili tu na znamienna trudnosc - istnienie odcinków
niewspólmiemych - której analiza doprowadzila miedzy innymi do sprecyzowania pojecia
liczby rzeczywistej (znowu mierzenie= liczenie), pojecia granicy ciagu liczbowego itp. Rzeczy
te sa na ogól dobrze znane. a wlasciwe trudnosci zwiazane z mierzeniem jeszcze przed nami.
Zakladajac. ze umiemy mierzyc dlugosci odcinków, postaramy sie rozszerzyc pojecie "miary"
(czyli "dlugosci" odcinka) na wieksza klase podzbiorów prostej rzeczywistej. Zaczniemy od
sprecyzowania podstawowego naszego celu

CO CHCEMY MIERZYC I CO TO ZNACZY MIERZYC?
Jak to zwykle bywa, zamiast odpowiedziec na powyzsze pytania matematyk - po rozwazeniu
pewnej liczby przykladów "wzietych z zycia" odwraca sytuacje - wprowadza pewien schemat
formalny, a nastepnie usiluje nagiac do niego inspirujace go przyklady.
W przypadku mierzenia jego refleksja wyglada tak. Mamy zbiórD (np. prosta liczbowaRJ).

Obiektami, które chcemy mierzyc, sa 'pewne podzbiory zbioruD. Czynnosci mierzenia nie bedzie.
natomiast pewne zbiory beda mialy przyporzadkowane liczby okreslajace ich wielkosc - miare
zbioru. Dopuscimy takze mozliwosc posiadania przez zbiór miary równej+ 00. Mówiac inaczej.
na pewnej rodzinie podzbiorów zbioruD okreslona bedzie funkcja p. przyporzadkowujaca
zbiorowi A liczbe p.(A) - jego miare. Wartosci funkcji p. sa wiec liczbamI rzeczywistymi lub
•,nieskonczonoscia".
Jak zauwazylismy juz wczesniej - pomiar polega na "porównywaniu duzych zbiorów przez
podzial na male". W zwiazku z tym, jezeli jakis zbIórA przedstawimy jako sume rozlacznych
podzbiorów Bl>Bz •.•.• Bl oraz jezeli okreslone sa liczbyp.(B,). i = 1•... ,k. powinnismy miec
p.(A) = p.(BI)+ '" +p.(Bl). Na przyklad w przypadku zbioru skladajacego sie z odcinków
[O. 1], [2. 3] i [4, 5] rozsadne jest. aby jego miara (majaca byc uogólnieniem "dlugosci") byla

równa sumie dlugosci tych odcinków. Tego typu rozwazania prowadza do nastepujacego
postulatu

(O) Jezeli A = BI V ... v Bt oraz B, () BJ = 0 dla i#; j to

k

p.(A) = L p.(B,).;=1

zwanego warunkiem addytywnosci funkcji p.. Oczywiscie zakladamy tu. zeA. Bl> Bz, ...• Bt
naleza do rodziny podzbiorów, na których okreslona jest miara p..
Jak juz powiedzielismy, p. ma byc funkcja. Co jest wiec jej dziedzina? Jest to najbardziej delikatna
czesc sprawy. Patrzac na warunek(O) latwo sie domyslic. ze rodzina:1: podzbiorów. na których
okreslona jest p. ("rodzina zbiorów mierzalnych"). powinna miec wlasnosc:
(1) Jezeli B, E:1:.i = 1.2 •...• k oraz A = BI V ... v Bt. to takze A E:1:.
Okazuje sie. ze dla uzyskania rozsadnej i interesujacej teorii trzeba narzucic na :1:nastepujace
naturalne warunki

(2) D oraz 0 (zbiór pusty) naleza do :1:.
(3) Jezeli A E :1:oraz A v B = D, A () B = 0. to B E :1:.
Z warunków (1). (2), (3) wynika. ze
Jezeli C, E:1: (i = 1.2 •...• k) oraz D = CI () Cz ..• () Ct• to takze D E:1:.
Rodzine podzbiorów ustalonego zbioruD spelniajaca warunki (1). (2). (3) nazywamy cialem

zbiorów. Schemat formalny. o którym mówilismy, polega wiec na
1) wyróznieniu ciala podzbiorów :1:zbioruD•.
2) okresleniu na :1:funkcji p. przyjmujacej wartosci w zbiorze[O. + 00] i spelniajacej warunek (O).

CZY ISTNIEJA MIARY?
Mamy juz wiec poglad na to. co chcemy rozumiec przez miare i mierzenie. ale to nie znaczy.
ze umiemy jakas miare podac. O nie. przepraszam. jeden przyklad jest: niech cialo zbiorów
sklada sie tylko z 0 iD. oraz p.(0) = O. p.(D) = a. gdzie a jest pewna liczba dodatnia.
dowolnie obrana. Nietrudno znalezc i drugi, mniej banalny przyklad miary: :1:sklada sie ze
wszystkich podzbiorów skonczonych ustalonego zbioruD. oraz z ich uzupelnien. natomiast
miare zbioru okreslamy jako liczbe jego elementów (przyjmujac. rzecz jasna.+ 00 dla
zbiorów nieskonczonych).
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Zamiast podawac coraz to iJme przyklady takiego typu. przejdzmy jednak do postawionego na
poczatku zagadnienia. które obecnie mozemy juz precyzyjnie sformulowac:

Czy istnieje cialo podzbiorówE prostej R 1 zawierajace wszystkie odcinki oraz miarap okreslona
na E. która dla odcinków przyjmuje wartosc równa ich dlugosci?
Ciala podzbiorów o wymienionej wlasnosci latwo podac (np. cialo wszystkich podzbiorów
prostej). aby jednak poradzic sobie z druga czescia zadania, przezornosc nakazuje wybrac

mozliwie najmniejsze takie cialo (zeby nie miec z~yt duzych klopotów z istnieniem funkcjip).
Takie cialo beda tworzyly wszystkie podzbioryR; jakie mozemy uzyskac za pomoca stosowania
skonczonej liczby dzialan dodawania i tworzenia czesci wspÓinej poczynajac od zbioru odcinków.

Nie podamy tu dowodu istnienia miary o powyzszych wlasnosciach. Miara taka (zwana miara
Peano-Jordana) istnieje i jest jednoznacznie wyznaczona na opisanym najmniejszym ciele
zawierajacym odcinki. Zasygnalizujemy jedynie kilka trudnosci powstajacych przy tej
konstrukcji.

MIERZYMY ZBIORY: OD ZEWNATRZ CZY OD WEWNATRZ?
Podzielilismy zadanie okreslenia miary na dwie czesci: okreslenie ciala zbiorów i konstrukcji
samej miary. Jest to droga naturalna. ale zwykle nie najprostsza. Okazuje sie. ze lepiej jest
okreslic na rodzinie wszystkich podzbiorów zbioruE dwie funkcje stanowiace razem pewne
"przyblizenie" miary - pierwsza z nich mierzy zbiory "od zewnatrz" i nazywa sie miara
zewnetrzna. druga mierzy zbiory "od wewnatrz" i wobec tego nazywa sie miara wewnetrzna.
Okazuje sie. ze zbiory, dla których miara wewnetrzna i zewnetrzna sa równe, tworza cialo i na
nim obie funkcje sa addytywne. wyznaczajac miare. Zatem sama metoda konstrukcji miary
w}'znacza tu jej dziedzine - cialo zbiorów. Zilustrujemy to na kilku przykladach:
Przyklad 1. NiechA bedzie zbiorem bedacym suma odcinków

IM .....---... I

O.1~ ~ ~
168 4 2 [2120' 22~_1]. n=I.2.3 •...

(rysunek)

Chcac zmierzyc zbiórA od wewnatrz. bedziemy sie starali znalezc skonczona rodzine rozlacznych
przedzialów zawartych wA o mozliwie duzej sumie dlugosci. Mierzac zbiórA od zewnatrz
bedziemy starali sie zawrzec zbiór A w zbiorze bedacym suma (niekoniecznie skonczona) odcinków
o jak najnmiejszej sumie dlugosci.

Bardziej precyzyjnie: w celu okreslenia miary zewnetrznej dowolnego zbioruB rozpatrzmy
rodzine P zbiorów zawierajacych B jako podzbiór i bedacych skonczonymi sumami przedzialów
posiadajacych co najwyzej wspólne konce. Dla zbioruC e P niech jego miara bedzie okreslona
jako suma dlugosci tworzacych go przedzialów.
Okreslmy teraz miare zewnetrznapz(B) zbioru B jako kres dolny miar zbiorów rodzinyP.
Miare wewnetrzna Pw(B) zbioru B wygodnie bedzie teraz okreslic wzorem

Pw(B) = Pz(C)-/~z(C"B). gdzie C jest dowolnym zbiorem rodzinyP (trzeba w tym celu
wykazac. zePw(B) nie zalezy od wyboru C).

WrÓCmy do przykladu l. Dla znalezienia miary zewnetrznej opisanego tam zbioruA mozemy
pokrywac A kolejno zbiorami Ck postaci

Ck = [~. ~] vL~. ~lv ... v L:k' '22~-1]v [o. 22~+1l
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pz(A) = hm P(Ck) = -.

k-+oo 3

l l l l l
Wtedy P(Ck) = 4 + 16+ 64+ ... + 2u + 2U+1=

i jak latwo wykazac

Podobnie obliczymy miare wewnetrzna. Mamy

. [ l ] Pw(A) = pz ([o 1l) ([gdZie 0'2 "'A=[~.~]v[_l ._1 lu 1 1 " -p. O, ~]"A),16 32 L28 '64] v ...

Rozwiazanie zadania M 101
Narysujmy dowolny trójkat na plaszczyznie
j oznaczmy jego wierzcholki przez Alt A2,

Ao ••• Wewnatrz tego trójkata
obierzmy punktyA3 ••••• AoHtak. aby
wielokat A2• A3••••• AO.3 byl wypukly .
Szukanym wielokatem jestAto •..• Ao •••
Istotnie. przekatneAlA I. gdzie 2 < i < n+ 2
leza wewnatrz niego. a wszystkie pozostale
sa przekatnymi wypuklego wielokata
A2' .•.• AO.3 i wobce tego leza na zewnatrz
wietokl\ta A ••...• A'HJ.
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Otrzymamy wiec (analogicznie jak dla zbioruA)

pz ([o.~]"'A) = Iim (~+ _1 + _1_ +2 n•..•oo 8 32 128

= Iim ~ (1+~+_1_+ ...) = ~ lim (1+~+-~+ ...) = ~. ~ = ~n-+oo 8 4 16 8n-+oo 4 16 8 3 6

l l l
i wobec tego Pw(A) = - - - = -. Widzimy zatem, ze miara wewnetrzna zbioruA jest równa

2 6 3
jego mierze zewnetrznej. Nie zawsze jednak tak jest. Oto
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PrzyJJ'ad 2. NiechA bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych z odcinka [O. 1]. Jak wiadomo.
liczby wymierne leza gesto na osi liczbowej - to znaczy pomiedzy dwiema liczbami rzeczywistymi
znajduje sie liczba wymierna (a nawet nieskonczenie wiele). Równiez liczby niewymierne leza
gesto na osi liczbowej (tak leza np. liczbyn+ w. gdzie w przebiega zbiór wszystkich liczb

wymiernych). Wobec tego. chcac pokryc zbiórA skonczona liczba odcinków. musimy
zarazem pokryc tymi odcinkami przedzial[O.1].To samo dotyczy zbioru[0.1]"-.A. Zatem
p.(A) = 1.zas p••(A) = 1-1'.([0.1]"-.A) = 1-1 = O.•
UWMH KONCOWE

Podana definicja miary wewnetrznej i zewnetrznej okresla je dla dowolnych (a nie tylko
pewnych) podzbiorów prostej. Cena. jaka placimy za to rozszerzenie. sa 'slabsze (niz dla miar)
wlasnosci addytywnosci miary wewnetrznej i zewnetrznej. Nietrudno sprawdzic, ze jezeli
A = B1 u ...U Bt. to p.(A) ~ p.(B1)+ ... +p.(Bt). ale nie mozemY twierdzic, ze zawsze
zachodzi równosc. nawet gdy zbioryBh ...• Bt sa rozlaczne.
Jak juz stwierdzilismY. mozna udowodnic. ze rodzina zbiorów. na których miara wewnetrzna
i zewnetrzna maja te sama wartoSC. jest cialem. a wspólna wartosc miar wewnetrznej i
zewnetrznej definiuje na tej rodzinie miare. Rodzina ta zawiera wszystkie przedzialy (odcinki)
prostej. Z przykladu 1 wynika. ze rodzina ta jest bogatsza od najmniejszego ciala zbiorów

zawierajacego przedzialy. Istotnie. zbioruA z przykladu 1 aniR1 "'-.A nie mozna otrzymac przez
skonczona ilosc operacji dodawania, mnozenia i uzupelniania przedzialów. Przyklad 2 pokazuje
tez. ze istnieja stosunkowo proste zbiory nie nalezace do tej rodziny.
Okazuje sie. ze tak skonstruowana teoria miary jest dla celów praktycznych nie wystarczajaca .
••CzujemY" bowiem. ze zbiór liczb wymiernych na odcinku[O, 1] powinien byc mierzalny i miec
miare O. Tymczasem przyklad 2 pokazuje. ze miara wewnetrzna jego jest równaO. a zewnetrzna 1.
Odpowiednie wzmocnienie teorii uzyskujemy przez zastapienie warunku skonczonosci rodzin

przedzialów pokrywajacych dany zbiór warunkiem ich przeliczalnosci. Zatem zamiast(O)

piszemY warunek

00 00

(O') Jezeli A = U B. oraz Bl ('\ BJ/;j 0, to p(A) = :L: p(B.) = p(B1)+p(B2)+p(B3)+ ...n=l n=l

Zmieniamy ponadto w oczywisty sposób warunek(I).
Nie bedziemy tu szczególowo dyskutowac zagadnienia obliczania sum nieskonczonych
al +a2+a3+ ...• skorzystamy tylko ze wzoru na sume nieskonczonego ciagu geometrycznego

2 3 al .. l' I I 1al+alq+alq +alq + ... = --t Jezel q < .l-q
WykazemY mianowicie. ze przy nowym (przeliczalni e addytywnym. jak sie mówi) rozumieniu

miary i miar wewnetrznej i zewnetrznej zbiórA liczb wymiernych z przedzialu [O. 1] jest
mierzalny i jego miara jest równa zero.
Obliczmy miare zewnetrzna zbioruA. Obierzmy w tym celu dowolna liczbe dodatniae.Dla

m
liczby wymiernej t e [O. 1] danej przez ulamek nieskracalny - niechK, bedzie przedzialemn

(r- _e_. r+_e_). Suma takich przedzialów pokrywa zbiórA.2m• 2m•

00 2e 001

Zatem p.(A) ~ :L: --.;;;- = 2e :L: -...-.
m,n=l 2 m,u 2

00 1
Sume nieskonczonaS= L -- mozemy latwo obliczyc:

m,n=l 2m••

m= 1

m=3

1 1 1 1
-+-+-+- + ...
2 4 8 16
1 1 1 1

4+8+ 16+32 + ...
1 1 1 1

8+16+ 32 +64 + ...

= 1

1
2

1=-
4

1 1 1
razem S= 1+-+-+--+ ...= 2

248

(choc nie przedyskutowalismy w sposób nalezyty kwestii mozliwosci dowolnego przestawiania
wyrazów naszego szeregu nieskonczonego). Widzimy. ze dla kazdegoe> O mamY
p.(A) ~ 2' 2e = 4e. a to znaczy. zep.(A) = O. Poniewaz zas miara wewnetrzna zbioru nie
przewyzsza jego miary zewnetrznej (i jest nieujemna). wiec ip ••(A) = O, co wlasnie znaczy, ze
zbiór liczb wymiernych z przedzialu [O. 1] jest mierzalny i ma miareO.
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