Mierzenie jest stare jak myslenie

Dr Wojciech WOJTYNSKI

W swojej najprostszej postaci mierzenie polega na ocenianiu jakosciowym przedmiotow lub ich
zbioréw prowadzacych do okresler typu duzy-maly, lekki-cigZki, wysoki-niski, krotki-dlugi.

W bardziej zaawansowanej formie — kiedy chcemy poréwna¢ (,,zmierzy¢™) skorniczone podzbiory
jakiego$ zbioru o podebnych (,,identycznych™) elementach, jest liczeniem. Wprowadzamy
kryterium poréwnawcze : miarg zbioru, ktora jest liczbg jego elementow. Znacznie bardziej
zawila staje si¢ sytuacja dla zbiorow nieskonczonych. Idea wszelkiego pomiaru pozostaje jednak
zawsze taka sama — pomiar polega na porownywaniu ,,duzych” zbioréw przez ich podziat

na male (,,regularne”) przystajace czgsci.

Jedng z praktycznie najoczywistszych czynnofci zwigzanych z mierzeniem jest pomiar dlugosci
odcinkéw. Juz starozytni Grecy natrafili tu na znamienna trudno$¢ — istnienie odcinkow
niewspolmiernych — ktorej analiza doprowadzila migdzy innymi do sprecyzowania pojgcia
liczby rzeczywistej (znowu mierzenie = liczenie), pojecia granicy ciagu liczbowego itp. Rzeczy
te s3 na ogol dobrze znane, a wlasciwe trudnosci zwigzane z mierzeniem jeszcze przed nami.
Zakladajac, ze umiemy mierzy¢ dlugosci odcinkow, postaramy sig¢ rozszerzy¢ pojecie ,,miary™
(czyli ,,dlugosci” odcinka) na wieksza klas¢ podzbiorow prostej rzeczywistej. Zaczniemy od
sprecyzowania podstawowego naszego celu
CO CHCEMY MIERZYC 1 CO TO ZNACZY MIERZY(C?

Jak to zwykle bywa, zamiast odpowiedzie¢ na powyisze pytania matematyk — po rozwazeniu
pewnej liczby przykladéw ,,wzigtych z zycia” odwraca sytuacje — wprowadza pewien schemat
formalny, a nastgpnie usiluje nagiaé do niego inspirujgce go przykiady.

W przypadku mierzenia jego refleksja wyglada tak. Mamy zbiér £2 (np. prosta liczbowa R').
Obiektami, ktore chcemy mierzyé, sa pewne podzbiory zbioru 2. Czynnosci mierzenia nie bedzie,
natomiast pewne zbiory beda mialy przyporzadkowane liczby okreslajace ich wielko$¢ — miarg
zbioru. Dopuscimy takze mozliwo$¢ posiadania przez zbior miary rownej + 00. Mowigc inaczej,
na pewnej rodzinie podzbiorow zbioru 2 okreslona bedzie funkcja u przyporzadkowujaca
zbiorowi A liczbe u(A) — jego miare. Wartosci funkcji # s3 wiec liczbami rzeczywistymi lub
,,nieskonczonoscia”.

Jak zauwazyli$my juz wezesniej — pomiar polega na ,,porownywaniu duzych zbiorow przez
podzial na mate”. W zwiazku z tym, jezeli jakis zbi6r 4 przedstawimy jako sume rozlacznych
podzbiorow B, B, ..., B, oraz jezeli okredlone sg liczby u(B)), i = 1, ..., k, powinni$my mieé
u(A) = pu(B,)+ ... + p(B,). Na przyklad w przypadku zbioru skladajacego si¢ z odcinkow

[0, 1], [2, 3] i [4, 5] rozsadne jest, aby jego miara (majaca by¢ uogoélnieniem ,,dlugosci”) byla
rowna sumie dlugosci tych odcinkéw. Tego typu rozwazania prowadza do nastgpujacego
postulatu

k

(0 Jezelid=B,U..UB oraz BB =0 da i#j to pud=7 uB),
i=1

zwanego warunkiem addytywnosci funkcji x. Oczywiscie zakladamy tu, ze A4, By, B,, ..., By

naleza do rodziny podzbiorow, na ktorych okreslona jest miara p.

Jak juz powiedzielismy, 1 ma by¢ funkcjg. Co jest wiec jej dziedzing? Jest to najbardziej delikatna

czg$c sprawy. Patrzac na warunek (0) tatwo si¢ domysli¢, Ze rodzina £ podzbioréw, na ktorych

okreslona jest u (,,rodzina zbioréw mierzalnych"), powinna mie¢ wlasnos¢:

(1) Jezeli B;eZX, i=1,2,....,k oraz A = B, U ... U By, totakie 4 € X.

Okazuje si¢, 2ze dla uzyskania rozsadnej i interesujacej teorii trzeba narzuci¢ na ' nastgpujace

naturalne warunki

(2) 2 oraz @ (zbidér pusty) naleza do Z.

() JezeliAec ZorazAUB=2,AnB=9,to Be Z,

Z warunkow (1), (2), (3) wynika, ze

Jeteli CieX(i=1,2,...,k)orazD=C; n Cz ... n G, to takie De Z.

Rodzing podzbiordow ustalonego zbioru £2 spelniajaca warunki (1), (2), (3) nazywamy cialem

zbiordw. Schemat formalny, o ktérym mowilismy, polega wiec na

1) wyréznieniu ciala podzbiorow X' zbioru 02,

2) okresleniu na X funkcji u przyjmujacej wartosci w zbiorze [0, + o0] i spelniajacej warunek (0).

CZY ISTNIEJA MIARY?

Mamy juz wigc poglad na to, co chcemy rozumie¢ przez miarg i mierzenie, ale to nie znaczy,

Ze umiemy jaka$ miarg podad. O nie, przepraszam, jeden przyklad jest: niech cialo zbiorow

sklada sie tylko z @ i 2, oraz u(@) = 0, u(22) = a, gdzie a jest pewna liczbg dodatnia,

dowolnie obrang. Nietrudno znaleZ¢ i drugi, mniej banalny przyklad miary: £ sklada sig¢ ze

wszystkich podzbiordéw skoriczonych ustalonego zbioru £2, oraz z ich uzupelnien, natomiast

miare zbioru okreslamy jako liczbe jego elementéw (przyjmujac, rzecz jasna, + oo dla

zbiorow nieskoriczonych).
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Rozwigzanie zadania M 202

Narysujmy dowolny tréjkat na plaszczyinie
i oznaczmy jego wierzchotki praez A;, As,
An 3. Wewnatrz tego trdjkata

obierzmy punkty Ay, ..., An .3 tak, aby
wiclokgt As, As, ..., Ani3 byl wypukly,
Szukanym wiclokatem jest Ay, ..., Anias

Istotnic, przekatne 4,4y, gdzic 2 < { < n+2
leky wewnatrz niego, a wszysikie pozostale
s preekgtnymi wypuklego wiclokgta

Az ooon Anya | wobec tego leig na zewnatrz

wiclokata A;, ..., dssa.

Az

L)
Zamiast podawa¢ coraz to inne przyklady takiego typu, przejdzmy jednak do postawionego na
poczatku zagadnienia, ktore obecnie mozemy juz precyzyjnie sformulowac:
Czy istnieje cialo podzbioréw Z prostej R! zawierajace wszystkie odcinki oraz miara u okreslona
na X, ktora dla odcinkdéw przyjmuje wartosé rowna ich diugosci?
Ciala podzbioréw o wymienionej wiasnosci fatwo podaé (np. cialo wszystkich podzbiorow
prostej), aby jednak poradzi¢ sobie z drugg czescia zadania, przezornoéé nakazuje wybraé
mozliwie najmniejsze takie cialo (zeby nie mie¢ zbyt duzych klopotéw z istnieniem funkcji x).
Takie cialo beda tworzyly wszystkie podzbiory R%, jakie mozemy uzyska¢ za pomoca stosowania
skoriczone;j liczby dziatahh dodawania i tworzenia czgéci wspdinej poczynajac od zbioru odcinkéw.
Nie podamy tu dowodu istnienia miary o powyzszych wlasnoéciach. Miara taka (zwana miarg
Peano-Jordana) istnieje i jest jednoznacznie wyznaczona na opisanym najmniejszym ciele
zawierajacym odcinki. Zasygnalizujemy jedynie kilka trudnoéci powstajacych przy tej
konstrukcji.

MIERZYMY ZBIORY: OD ZEWNATRZ CZY OD WEWNATRZ?

Podzielilismy zadanie okreslenia miary na dwie czeéci: okreélenie ciala zbiorow i konstrukeji
samej miary. Jest to droga naturalna, ale zwykle nie najprostsza. Okazuje sig, Ze lepiej jest
okreéli¢ na rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru £ dwie funkcje stanowiace razem pewne
»Dprzyblizenie” miary — pierwsza z nich mierzy zbiory ,,0od zewnatrz” i nazywa si¢ miara
zewnetrzng, druga mierzy zbiory ,,0d wewnatrz” i wobec tego nazywa si¢ miara wewngtrzna.
Okazuje sig, ze zbiory, dla kt6rych miara wewngtrzna i zewngtrzna sq réwne, tworz cialo i na
nim obie funkcje s3 addytywne, wyznaczajac miarg. Zatem sama metoda konstrukcji miary
wyznacza tu jej dziedzing — cialo zbioréw. Zilustrujemy to na kilku przykladach:

Przyklad 1. Niech A begdzie zbiorem bedacym suma odcinkéw

1 1
[‘2?' ?.‘.‘.i]r n=1,2,3,.. (rysunek)

Chege zmierzyé zbiér A od wewnatrz, bedziemy sig starali znaleZ¢ skoficzona rodzing roziacznych
przedzialow zawartych w A o mozliwie duzej sumie diugosci. Mierzac zbior 4 od zewnatrz
bedziemy starali sig zawrze¢ zbior A w zbiorze bedacym suma (niekoniecznie skoriczona) odcinkow
o jak najmniejszej sumie dlugodci.

Bardziej precyzyjnie: w celu okreslenia miary zewnetrznej dowolnego zbioru B rozpatrzmy
rodzing P zbioréw zawierajacych B jako podzbior i bedacych skoriczonymi sumami przedzialow
posiadajacych co najwyZej wspdlne korice. Dla zbioru C € P niech jego miara bedzie okreslona
Jjako suma dlugosci tworzacych go przedziatow.

Okredlmy teraz miarg zewngtrzng u,(B) zbioru B jako kres dolny miar zbioréw rodziny P.

Miarg wewnetrzna uw(B) zbioru B wygodnie bedzie teraz okresli¢ wzorem

Hw(B) = p:(C)— p(C~ B), gdzie C jest dowolnym zbiorem rodziny P (trzeba w tym celu
wykazaé, ze u,(B) nie zalezy od wyboru C).

Wréémy do przykladu 1. Dla znalezienia miary zewnetrznej opisanego tam zbioru 4 mozemy

pokrywac A kolejno zbiorami C; postaci
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Podobnie obliczymy miare wewnetrzna. Mamy pw(A) = pz ([0, ?]) — M ([0. ?] \4).
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Otrzymamy wigc (analogicznie jak dla zbioru A)
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i wobec tego uy(A4) = = -k Widzimy zatem, Ze miara wewnetrzna zbioru A jest réwna

jego mierze zewngtrznej. Nie zawsze jednak tak jest. Oto



Puyde 2. Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych z odcinka [0, 1]. Jak wiadomo,
liczby wymierne leza gesto na osi liczbowej — to znaczy pomigdzy dwiema liczbami rzeczywistymi
mnajduje si¢ liczba wymierna (a nawet nieskoriczenie wiele). Rowniez liczby niewymierne leig
gesto na osi liczbowej (tak leza np. liczby m+ w, gdzie w przebiega zbior wszystkich liczb
wymiernych). Wobec tego, chcac pokry¢ zbidr 4 skoiiczong liczbg odcinkdw, musimy

zarazem pokry¢ tymi odcinkami przedziat [0, 1]. To samo dotyczy zbioru [0, 1] \ 4. Zatem
ﬂu(A).= 1, za$ po(A4) = 1= ([0, 1] N A) = 1-1 = 0.

UWA®&I KONCOWE

Podana definicja miary wewnetrznej i zewngirznej okresla je dla dowolnych (a nie tylko
pewnych) podzbioréw prostej. Cena, jaka placimy za to rozszerzenie, sg stabsze (niz dla miar)
wlasnosci addytywnosci miary wewng¢trznej i zewnetrznej. Nietrudno sprawdzié, ze jezeli

A= By U ..U B, to p(4) < pu(By)+ ... +p:(By), ale nie mozemy twierdzi¢, ze zawsze
zachodzi rownos¢, nawet gdy zbiory By, ..., By sa rozlaczne.

Jak juz stwierdziliSmy, mozna udowodni¢, Zze rodzina zbiordw, na ktorych miara wewnetrzna

i zewngtrzna maja te sama wartosé, jest cialem, a wspélna wartoéé¢ miar wewnetrznej i
zewngtrznej definiuje na tej rodzinie miarg¢. Rodzina ta zawiera wszystkie przedzialy (odcinki)
prostej. Z przykladu 1 wynika, Ze rodzina ta jest bogatsza od najmniejszego ciala zbiorow
zawierajacego przedzialy. Istotnie, zbioru A z przykladu 1 ani R'\ 4 nie mozna otrzymaé przez
skoficzona ilo§¢ operacji dodawania, mnozenia i uzupelniania przedzialéw. Przyklad 2 pokazuje
tez, Ze istnieja stosunkowo proste zbiory nie nalezace do tej rodziny.

Okazuje sig, Ze tak skonstruowana teoria miary jest dla celéw praktycznych nie wystarczajaca.
,»Czujemy” bowiem, Ze zbi6r liczb wymiernych na odcinku [0, 1] powinien by¢ mierzalny i mieé¢
miarg 0. Tymczasem przykiad 2 pokazuje, Ze miara wewnetrzna jego jest réwna 0, a zewnetrzna 1.
Odpowiednie wzmocnienie teorii uzyskujemy przez zastapienie warunku skonczonoéci rodzin
przedzialéw pokrywajacych dany zbiér warunkiem ich przeliczalnosci. Zatem zamiast (0)
piszemy warunek

jim () Jezeli A = | J By oraz B By = @, 10 p(A) = Y u(B) = p(B)+u(B)+u(B)+ ...
n=1 n=1

Zmieniamy ponadto w oczywisty sposéb warunek (1).
Nie bedziemy tu szczegdtowo dyskutowaé zagadnienia obliczania sum nieskoficzonych
a;+az+as+ ..., skorzystamy tylko ze wzoru na sumg nieskoficzonego ciggu geometrycznego

a
3 ayta gta ¢ +a g+ ... =1—‘q, jezeli |q] < 1.

WykaZemy mianowicie, ze przy nowym (przeliczalnie addytywnym, jak si¢ mowi) rozumieniu

miary i miar wewnetrznej i zewnetrznej zbior A liczb wymiernych z przedziatu [0, 1] jest

mierzalny i jego miara jest rowna zero.

Obliczmy miar¢ zewngtrzng zbioru A. Obierzmy w tym celu dowolng liczbe dodatnia ¢. Dla

liczby wymiernej r € [0, 1] danej przez ulamek nieskracalny Bo niech K, bedzie przedzialem
n

(r-- %, r+ 2%) . Suma takich przedzialéw pokrywa zbiér 4.

Zatem pte(A4) < i i=25§L_
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(cho¢ nie przedyskutowali$my w sposob nalezyty kwestii mozliwo$ci dowolnego przestawiania
wyrazow naszego szeregu nieskoriczonego). Widzimy, ze dla kazdego ¢ > 0 mamy

p:(A) < 2+ 2e = 4¢, a to znaczy, ze u.(4) = 0. Poniewaz za$ miara wewngtrzna zbioru nie
przewyisza jego miary zewnetrznej (i jest nieujemna), wigc i ww(A4) = 0, co wlasnie znaczy, Ze
zbior liczb wymiernych z przedziatu [0, 1] jest mierzalny i ma miarg 0.



