
Latwo zobaczyc, ze dowolne dwie klasy abstrakcji o:: albo sie pokrywaja. albo sa roz/aczne. Na odwrót

rozbicie klasyX na rodzine zbiorów niepustych i roz/acznych{UE}E<o< (takiCh, ze U UE = X) wyznacza
~<o<

równowaznosc o::o wzorem

We wspólczesnej matematyce pojecie n:lacji równowaznosci jest ·dobrze ugruntowane i znajduje swe zastosowanie
w kazdej jej dyscyplinie. SCisle, relacja równowaznosci w klasieX nazywamy taka dwuargumentowa relacje o::wX,
która jest zwrotna, czyli dla kazdegox ze zbioru X zachodzi x o::x. która jest symetryczna, czyli dla dowolnych
%, y ze zbioru X x o::y pociaga y o::x. oraz jest przechodnia. czylix o::y i y o::z pociaga x o::z. Przykladami
nieraz juz w Delcie omawianymi sa kongruencje w zbiorze liczbowym. Przykladem takim jest równiez relacja
izomorficznosci. Jesli o:: jest równowaznoscia wX, to klasa abstrakcji o:: (klasa abstrakcji elementux z X)
nazywamy zbiór

% o::oY'" istnieje E < O< takie, zex. y e UE'

Wówczas dla kazdego% z X. gdy x e UE' to [x]o::o = UE' Mozna wiec definiowac równowaznosc przez wskazanie
jakie obiekty sa takie same ze wzgledu na nia. Bo przeciez w jednej klasie abstrakcji znajduja sie obiekty takie
same z punktu widzenia równowaznosci, a zatem same klasy mozna traktowac jak abstrakty cech istotnych.
Oczywiscie - wprowadzmy rozbicie wszystkich krzywych na zawierajace odcinek i nic zawierajace zadnego
odcinka. l cóz to za równowaznosc? Matematyczny model, opis, pozwala tworzyc abstrakcje, gdzie brak wzgledu
abstrakcji w potocznym scnsie.
Zapewne latwo zauwazyc, ze pewne klasyfikacje sa dokladniejsze niz inne, inne znowu sa niezalezne. Przyklady
dobrze znane to utozsamianie ze wzgledu na adres zamieszkania. ze wzgledu na województwo zamieszkania i ze
wzgledu na adres pracy. Dokladniejsza równowaznosc to taka, która daje drobniejszy podzial na abstrakty, a wiec

o::1 dOkladniejsza niz 0::. ~ /\ xeX [x]o::1 ~ [x]o::••

Nieco przeformulowujac uzyskamy
o::1 dokladniejsza niz0::•••• !\ xy (x o::1 y..q % 0::. y), czyli
"dokladniejszosc" to relacja zawierania:=:: 1 ~ ::::2.

IDla dowolnych dwóch równowaznosci o::, i 0::. na tym samym zbiorzeX istnieje taka równowaznosc 0::, ze o::!;; 0::,
i ::::~::::::2 oraz dla kazdej ~ równowaznosci zawartejw ::::l oraz ::::::2 mamy ~ ~ ::::::.Mówimy· zez jest kresem
dolnym {o::" o::.} ze wzgledu na relacje!;; i oznaczamy o::= o::1" o::2' A dowód tego faktu jest nictrudny, bo
wystarczy sprawdzic, ze tcoriomnogosciowy iloczyn o::1"" 0::. jest relacja równowaznosci wX. Nieco mniej
oczywiste jest, ze dla dowolnej takiej pary równowaznosci o::1 i 0::. istnieje kres górny: tak niedokladna
równowaznosc :::::,ze :::::1 i :::::J sa zawartew::::: oraz ady tylko równowaznosc ::: zawieraW' sobie :::::1 i :::::2, to
o:: s:o "'. Mozna sie odwolac do ogólnych twierdzen. a mozna takze skonstruowac zadane0::. Wystarczy zdefiniowac
x::::: y.c;. istnie;c w X cias Xo •••. ,x. taki, ZC· XII = Y• .%0 = x, dla i = l, ...• n %'_1 Zl,X" gdzie k, = 1 lub 2,
i sprawdzic. ze zdefiniowana tak relacja jest równowaznosci,. Zrcsztll tu na ogól o:: jest rózna od o::1uo::••
• oznaczamy = - =lV =2-
W rodzinie równowaznosci naX istnieje tez element najmniejszy, najdokladniejszy - to równosc - i najwiekszy,
"najogólniejszy" - toXxX. W ten sposób przekonalismy sie, ze rodzina równowaznosci tworzy, jak sie to mówi,
krate z zerem i jednosci". Wiecej nawet niceo, bo krate dystrybutywn", tzn. taka, ze dla dowolnych równowaznosc
=1. =,.j =, zachodzi

(lub [x]o::).{x' eX: x o:: x'} o~ xl o::

(o::IV 0::.)" o::s = (=1" O::S)V(O::l" 0::.). (0::1" =.)V o::s = (o::IV o::s)" (o::.v O::s).

Tu dowód jest juz niceo zmudniejszy. choc podane definicje powinny wystarczyc uwaznemu czytelnikowi. Ten
rodzaj krat jest istotnie wazny - kazda krata dystrybutywna daje sie wlozyc w krate równowaznosci pewnego
zbioru.

Do równowaznosci mozna podejsc inaczej. Kazdemu elementowix ze zbioru X przypisujemy stopien (rodzaj)
ustalonej wlasnosci. Elementy sa równowazne, jesli przypisalismy im ten sam stopien cechy. Formalnie: dana jest
funkcja f na zbiorzeX o wartosciach w zbiorzeY. Definiujac x(ker(/)y'''' I(x) = f(y) okreslilismy równowaznosc.
Z drugiej strony kazda równowaznosc o:: naX jest postaci ker(/) dla pewnego /. Wystarczy zdefiniowac:f(x) =
= [x]o::• Z pewnika wyboru wYnika, ze mozna rozpatrywac tylko funkcje o wartosciach wX. Zastosujmy jeszcze
raz powyzszy chwyt: kcr jest funkcja, której argumentami sa funkcje.

(f,g) e ker(ker)~ ker(/) = ker(g).

czyli f i g sa równowazne, jesli wyznaczaja te sama równowaznosc. Dokladniej wiec, z pewnika wyboru wynika,
ze dla kazdej funkcjif okreslonej naX istnieje g o wartosciach wX taka, ze(f, g) e ker(ker). Dowód: wystarczy
z kazdej klasy [x]ker(/) wybrac po jednym elemencie -g(x).
Dzialania kratowe tez mozna tu zinterpretowac. Latwo przeformulowac warunek ker(/)!;; ker(g) do postaci:
I(x) = I(y)..q g(x) = g(y). Stad mozna okreslic funkcjeh ze zbioru f(X) w g(X) wzorem h(z) = r .•.• istnieje x w X
takie, zeI(x) = z i g(z) = r i okaze sie, zeg = Iif. Na odwrót: gdyg = Iif. to ker(/) !;; ker(g). Sprawdzajmy

dalej: szukamy takiegoh, by (x,y) e ker(/) " ker(g) = ker(/),..,ker(g) •••(1(%) = f(y)&fl(x) = g(y» ~ h(x) =
= h(y)~ (x, y) e ker(h).
Zdefiniujmy: h(x) = (I(x) , g(x» i oznaczmy h = fx g.
Wtedy ker(/)" ker(g) = ker(fx g).
Niceo trudniej jest z suma. Tu istnienie funkcjih takiej, ze ker(/) v ker(g)= ker(h), wynika z ogólnych rozwazan,
a samej konstrukcji daleko do elegancji.
Dalszym przykladem równowaznosci jest "przystawanie modulo grupa". GdyG jest grupa przeksztalcen zbioruX,
to definiujemy dla dowolnych9F l, 9F. !;; X:

9F 1 ""G 9F. ~ istnieje f w G takie, ze9F. = 1(9F 1)'

lO G jest relacja równowaznosci.
Z kODStrukcja taka spotykamy sie szczególnie czesto w geometrii. wtedyG jest pewna podgrupa grupy
podobienstw - grupySim. Latwo okazac. ze

gdy G" G. !;; Sim, to & Gl = ••G• ..q Gl = Gs.

Wczmy bowiem dowolny trójkat (tJ,b, c) i klase [{(tJ, b,c)}] ••Gl' Gdy f(tJ, b, c) = (tJ',b',c'), fe G" to
powinienem znalezc wG. takie h. ze (tJ', b', c') = h(tJ, b, c). Ale wówczasf = h, czyli fe G2• Dalej okazuje sie, ze
••G,,, ••G. = ••G,(")G. i, ogólniej - krata przystawan modulo podgrupy grupy podobienstw jest izomorficzna
z krata podgrup grupy podobienstw.
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Prawie takie same"

czyli podobne

Spójrzmy na dwa kwadraty,
jeden nieco wzgledem drugiego
przesuniety. Czy to sa te same
kwadraty? Scisla odpowiedz
zapewne powinna brzmiec - nie.
Spójrzmy dalej na dowolne dwa
kwadraty. Znowu - skoro
powiedzialem dwa, to zapewne
sa to obiekty ró!ne. Ale przeciet
zarazem sa one podobne jakos-
w pierwszym przypadku sa
przystajace, w drugim maja
ten s.amksztalt. Z uwagi
na wymienrone wlasnosci sa one
analogiczne. Boc analogicznosc
to zawsze analogicznosc z uwagi
na cos, albo, inaczej mówiac,
równowatnosc ze wzgledu
na cos.
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