
Czasoprzestrzen

Dr Robert GOLDBLATT, Nowa Zelandia

Z 1 ----

t czas

Rozwiazanie zadania M 211
Przypuscmy, ze taki wielomian istnieje.
Poniewaz NWW (m, km) = km dla
k = 0, 1,2, _.. ,wiec równanie
p(x) - x = O ma wówczas nieskonczenie
wiele rozwiazanXt = km. Wynika stad,
ze wielomian p jest tozsamosciowo równy x.
To przeczy temu, zepel) = m ~ l.

Aby opisac polozenie przedmiotuW przestrzeni, potrzebna jest trójka liczb<x,y, z), okreslajaca
wspólrzedne tego przedmiotu w trzech wymiarach wzgledem pewnego zadanego poczatkuO.
Przedmiot moze jednak poruszac sie w przestrzeni w pewnym czasie. Aby opisac jego
zachowanie, wprowadzamy wiec czwarta wspólrzedna okreslajaca czas (chwile)t, w którym
przedmiot zajmuje polozenie o wspólrzednych przestrzennych<x,y, z). I tak, pelne
umiejscowienie przedmiotu w czasie i przestrzeni dane jest przez czwórke liczb<x, Y. Z. t), tj.
przez punkt w czterowymiarowej przestrzeni znanej jako czasoprzestrzen Minkowskiego
od nazwiska Hermanna Minkowskiego (1864-1909), który pierwszy ;zdefiniowal te przestrzen
i zbadal jej wlasnosci geometryczne.

Chociaz nie mozemy ani narysowac ani wyobrazic sobie przestrzeni czterowymiarowych, mozemy
zobrazowac wlasnosci czasoprzestrzeni rozwazajac jej dwu- i trójwymiarowe aspekty. Ta wlasnie
metoda zostala zastosowana przez Alberta Einsteina (1879-1955), twórce teorii wzglednosci,
która jest teoria czasu i przestrzeni uzywana w fizyce wspólczesnej. Einstein tlumaczyl swoje
koncepcje analizujac przyklad pociagu poruszajacego sie wzdluz toru. W tym przypadku
wystarczy rozpatrywac tylko jeden wymiar przestrzeni i umiejscowienie przedmiotu jest okreslone
przez punkt <x,t) w geometrii dwuwymiarowej, gdziex jest polozeniem na ustalonej prostej
(na torze) w czasiet.Ta dwuwymiarowa 9zasoprzestrzen wyglada tak jak obok.
Jezeli pociag jest nieruchomy, to jego wspólrzedna przestrzennax jest stale równaO i historia

pociagu reprezentowana jest przez pionowa ost.Te prosta nazywa sie linia swiata pociagu.
Kiedy pociag porusza sie na prawo ze stala predkoscia, jego linia swiata jest nachylona w prawo
Iprosta 1), gdyzx zwieksza sie jednostajnie ze wzrostemt. Im szybciej jedzie pocia&, tym szybszy
lest wzrost x wraz z t,a wiec tym bardziej na prawo znajduje sie odpowiednia linia swiata
(prosta II). Istnieje jednak ograniczenie na polozenie tej prostej. Zgodnie z teoria wzglednosci
pociag nigdy nie moze poruszac sie szybciej niz swiatlo. Kolorowe proste sa liniami swiata
fotonu (czastki swiatla) poruszajacego sie wzdluz toru w prawo (P) lub 'w lewo (L). Zadne
przedmioty nie moga poruszac sie szybciej niz foton i wszystkie ich linie swiata zawsze znajduja
sie w obszarze powyzej kolorowych linii. Obszar ten przedstawia wszystkie mozliwe przyszle
polozenia czasoprzestrzenne poczatku ukladu wspólrzednychO. Obszar ponizej kolorowych linii
reprezentuje wszystkie mozliwe polozenia przeszle.

Proste przechodzace przezO i lezace w obszarach przeszlosci (dolnym) i przyszlosci (górnym)
nazywa sie czasopodobnymi, podczas gdy linie kolorowe nosza nazwe zerowych (swietlnych).
Wszystkie inne proste przechodzace przezO sa przestrzennopodobne i leza w obszarach na lewo
i na prawo. Obszary te przedstawiaja zdarzenia, które nie znajduja sie w czasie ani przed ani
po punkcie O. Niektóre z tych zdarzen sa równoczesne zO, czyli zachodza w tym samym czasie
I = O. Takie pojecie równoczesnosci jest jednak wzgledne. W istocie juz samo' pojecie ruchu jest
wzgledne. Nie istnieje ruch bezwzgledny, istnieje jedynie ruch wzgledem pewnego punktu
odniesienia. Jezeli uznamy sie za nieruchomych "obserwatorów", których linia swiata jest ost,
to pociag majacy linie swiata I bedzie oddalac sie od nas. Ale obserwator znajdujacy sie

w pociagu ma prawo uwazac sie za nieruchomego, a nas za oddalajacych sie od niego. Punkty
na prostej I przedstawiaja dla niego te same polozenia przestrzenne, podczas gdy dla nas sa to

polozenia rózne. Zasada wzglednosci stwierdza, ze oba te punkty widzenia sa równouprawnione.
Prawa fizyki nie przemawiaja na korzysc zadnego z nich.

Tak wiec punkty (zdarzenJa) na osix sa dla nas równoczesne, gdyz wszystkie maja wspólrzedna

czasowa t = O. Jednak dla obserwatora p~ruszajacego sie w pociagu zdarzenia te ~chodza
w róznych chwilach. Punkty, które sa równoczesne dla niego, leza na innej prostej, a mianowicie
na prostej m z nastepnego rysunku.

Aby to zrozumiec, zauwazmy, ze jezeli z punktówB i C (które nie sa dla nas równoczesne)
zostana w strone pociagu wyslane fotony, to do obserwatora w pociagu dotra one w tej samej
chwili (punkt A), a wiec i ich wyslanie uzna on za równoczesne.

Kiedy dwie proste sa zwiazane w ten wlasnie sposób, ze jedna jest linia swiata poruszajacego sie
obserwatora, a druga prosta skladajaca sie z punktów dla niego równoczesnych, wtedy mówimy,
ze te proste sa ortogonalne. Istnieje proste algebraiczne przedstawienie tego pojecia. Niech
punkt A ma wspólrzedne (Xl> t1), a punkt B - (xz, tz). Wprowadzamy nastepujaca wielkosc:

A'B=X1XZ-t1tZ'

Liczbe A· Bnazywamy iloczynem wewnetrznymA i B. Znajdujemy, ze prostaOAjest,
w opisanym wyzej sensie, ortogonalna do prostejOBwtedy i tylko wtedy, kiedy iloczyn
wewnetrzny A i B równa sie zero, czyli, gdy . ~'? ,= O.

Jezeli A = B, to iloczyn wewnetrzny przybier •• ;ostac

A'A = xi-ti.
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Wyrazenie to moze byc wykorzystane do rozróznienia i scharakteryzowania wprowadzonych
poprzednio trzech rodzajów prostych,CQ pokazuje tabelka

A· Ajest

-. ujemny
zero
dodatni

OA jest

czasopodobna
zerowa

przestrzennopodobna

Wtedy mozna stosowac ten sam, jak poprzednio, opis ortogonalnosci -OA jest ortogonalna
do OB wtedy i tylko wtedy, gdyA· B = O.

W przypadku, gdyA = B, maI?Y teraz

A· A = xhyi-/i.
W oparciu o to wyrazenie mozemy scharakteryzowac trzy typy prostych nowej geometrii
za pomoca tej samej,jak poprzednio, tabelki.

Obecna sytuacja rózni sie od dwuwymiarowej tym, ze istnieja pary przestrzennopodobnych
prostych ortogonalnych, na I1rzyklad osiex i y. Teraz bowiem wszystkie punkty, które sa
równoczesne dla jakiegos obserwatora, tworza plaszczyzne. Dla nieruchomego obserwatora,
którego linia swiata jest osI, bedzie to plaszczyznaxy. Dla obserwatora poruszajacego sie jest
ona nachylona do tej plaszczyzny pod pewnym katem.

Taka plaszczyzna zdarzen równoczesnych nie zawiera prostych zerowych. Sklada sie ona

wylacznie z prostych przestrzennopodobnych i przypomina znajoma plaszczyzne euklidesowa.
Na plaszczyznie euklidesowej mamy inny iloczyn weWnetr:.:ny, zwykle nazywany iloczynem
skalarnym punktów A = <Xlo Yl> oraz B = <X2' Y2>, dany wzorem

A· B = X1X2+Y1Y2.

Z taka postacia iloczynu wewnetrznego proste sa ortogonalne(A . B = O), gdy sa prostopadle
(tzn. tworza kat 90°). Dla pewnego obserwatora w czasoprzestrzeni para ortogonalnych
przestrzennopodobnych prostych bedzie sie skladac ze zdarzen równoczesnych. Proste te beda
dla niego reprezentowac dwa prostopadle kierunki przestrzenne.
Zauwazmy, ze w trójwymiarowej czasoprzestrzeni równiez wystepuja plaszczyzny Lorentza.
Przykladem jest dowolna plaszczyzna zawierajaca osI - przecina .ona stozek swiatla wzdluz

dwóch prostych zerowych. Istnieje jednak jeszcze jeden rodzaj plaszczyzny odpowiadajacy
obecnosci nowych ortogonalnych par prostych: zerowej i przestrzennopodobnej. Ten nowy rodzaj
plaszczyzny pojawia sie jako plaszczyzna styczna do stozka swiatla, tzn. przecinajaca go wzdluz
jednej tylko prostej.

Dwuwymiarowa wersja tej'sytuacji, czyli plaszczyzna izotropowa, jest przedstawiona na rysunku
nizej i zawiera tylko jedna prosta zerowa przechodzaca przez srodek ukladu wspólrzednych.
Wlasnosci plaszczyzny izotropowej mozna omawiac, poslugujac sie innym jeszcze iloczynem
wewnetrznym, który dlaA = <Xl,Yl> i B = <X2,h> przyjmuje postac

A· B = X1X2+0' Y.Y2 =

Zauwazmy, ze zgodnie z poprzednia definicja prosta zerowa jest ortogonalna sama do siebie.

Jest tak dlatego, ze im szybciej porusza sie przedmiot, tym silniej bedzie i1achylona prosta
punktów dla niego równoczesnych, a wiec prosta ta znajdzie sie, tym blizej linii swiata
przedmiotu.

Gdy przedmiot porusza sie tak szybko, jak to tylko mozliwe, czyli z predkoscia swiatla, obie
proste pokrywaja sie.

, Opisana wyzej dwuwymiarowa geometria jest znana jako plaszczyzna Lorentza, od nazwiska

fizyka H. Lorentza (1853-1928), który podal formuly wiazace obliczenia (pomiary) wykonywane
przez dwóch obserwatorów poruszajacych sie wzgledem siebie ze stala predkoscia,
Mozemy teraz wprowadzic do naszych rozwazan dodatkowy wymiar, rozpatrujac przedmioty
poruszajace sie wzgledem siebie w dwóch wymiarach, powiedzmy na pewnej plaszczyznie.
Sytuacja taka t~orzy czasoprzestrzen trójwym'iarowa.

Linie swiata fotonów tworza teraz stozek, nazywany stozkiem swiatla. Pro'ste znajdujace sie
wewnatrz stozka (takie jak osI) sa czasopodobne - sa to historie poruszajacych sie jednostajnie
obserwatorów - zas proste na zewnatrz stozka sa przestrzennopodobne (takie jak osx).
Kazdy punkt w tej czasoprzestrzeni ma trójke wspólrzednych<x, y, I> - dwie okreslaja
polozenie, a jedna czas. Dla danych punktówA = <Xlo Ylo 11> oraz B = <X2, Y2, I.> ich iloczyn
wewnetrzny okreslony jest teraz wzorem

A· B = X1X2+Y1Y2-1(12.

x

B

y

= X1X2.

x

Teraz, jezeli A . B = O, to jeden z dwóch punktów musi miec wspólrzednax równa O i musi
lezec na osiy. Tak wiec na plaszczyznie izotropowej osy jest prosta osobliwa, co oznacza,
ze jest ona ortogonalna do kazdcj innej prostej na tej plaszczyznie. Wszystkie inne proste
przechodzace przez srodek ukladu wspólrzednych sa ortogonalne do niej i tylko do niej.
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W czasoprzestrzeni,jezeli linia swiata fotonu jest ortogonalna do pewnej prostej

przestrzennopodobnej, to jakis obserwator zobaczy ten foton poruszajacy sie w pewnym
kierunku ortogonalnym do kierunku wyznaczonego przez te prosta przestrzennopodobna.
Dla obserwatora poruszajacego sie z predkoscia swiatla punkty (zdarzenia) dla niego
równoczesne tworza plaszczyzne izotropowa zawierajaca jego zerowa linie swiata.
Mozna rozwinac aksjomatyczna postac definicji rozwazanych dotychczas zwiazków
ortogonalnosci. Do opisu ortogonalnosci w plaszczyznach dwuwymiarowych potrzebne sa
cztery aksjomaty.
Aksjomat 1. Jezeli prostal jest ortogonalna do prostejm, to m jest ortogonalna dol.

Aksjomat 2. Na dowolnej plaszczyznie, jezelil jest prosta nieosobliwa, to dla kazdego punktur
istnieje jedna i tylko jedna prostam przechodzaca przezP i ortogonalna dol.
Na plaszczyznie euklidesowej Aksjomat 2 mozna zilustrowac, jak na rysunku wyzej,
podczas gdy na plaszczyznie Lorentza, jezelil jest zerowa, tom jest równiez zerowa
i równolegla do l.

Aksjomat 3. Dla dowolnych czterech punktówA, B, C, D, jezeli prosta AB jest ortogonalnll
do prostej CD i AC jest ortogonalna doBD, to AD jest ortogonalna doBC.
Na plaszczyznie euklidesowej Aksjomat 3 przyjmuje postac jak obok,
podczas gdy na plaszczyznie Lorentza istnieja inne mozliwosci - jak nizej.

Aksjomat ten jest, w istocie, scisle zwiazany ze stwierdzeniem, ze wysokosci trójkata przecinaja
sie w jednym punkcie.

Wreszcie potrzebny jest aksjomat wprowadzajacy rozróznienie miedzy trzema mozliwymi
rodzajami plaszczyzn.
Aksjomat 4. Na dowolnej plaszczyznie, albo
(I) nie istnieja proste ortogonalne same do siebie (euklidesowa), albo

(II) istnieje co najmniej jedna prosta ortogonalna sama do siebie, lecz nie istnieja proste osobliwe
(Lorentza), albo (III) istnieje prosta osobliwa (izotropowa).
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Aby scharakteryzowac ortogonalnosc w czasoprzestrzeni trójwymiarowej, utrzymujemy w mocy
Aksjomaty 1 do 4 i dodajemy

Aksjomat 5. JezelIl jest ortogonalna do dwóch róznych prostychm i n oraz p,lezy w plaszczyznie
zawierajacej m i fi, to l jest ortogonalna dop.

Aksjomat 6. Istnieja proste ortogonalne same do siebie, lecz nie istnieja proste osobliwe (tzn.
nie istnieja proste ortogonalne do kazdej prostej w trójwymiarowej czasoprzestrzeni).

Po dokonaniu dokladnej analizy geometrii w czasoprzestrzeni trójwymiarowej stosunkowo
latwo jest opisac strukture czterowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego przez proste
"zwiekszenie wymiaru o jeden". Doczyn wewnetrzny jest teraz postaci

i zachowuje pOprzednia definicje ortogonalnosci, a wyrazenie

A· A = xt+yt+zt-t~

uzywane jest, jak poprzednio, do' okreslenia trzech rodzajów prostych.
Punkty (zdarzenia), dla danego obserwatora w danej chwili równoczesne, tworza teraz
nie plaszczyzne, lecz trójwymiarowa rozmaitosc (trójwymiarowa geometrie).
Dla obserwatora poruszajacego sie wolniej niz swiatlo rozmaitosc ta jest pewnym rodzajem
trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej, w której "ortogonalny" oznacza "pod katem 90°".
Kazda trójwymiarowa rozmaitosc zawierajaca ost wyglada jak czasoprzestrzen trójwymiarowa
z zawartym w niPj trójwymiarowym stozkiem swiatla, pochodzacym z przeciecia rozmaitosci
ze stozkiem czterowymiarowym (zbiorem prostych zerowych).
Wreszcie, dla obserwatora poruszajacego sie z predkoscia swiatla, trójwymiarowa rozmaitosc
punktów jednoczesnych jest styczna do stozka swiatla - rozwazana niezaleznie wyglada ona
tak, jak na rysunku

gdzie os z jest linia swiata owego zerowego (swietlnego) obserwatora. Rozmaitosc ta jest tworem

analogicznym do plaszczyzny izotropowej. Struktura jej okreslona jest przez nastepujacy iloczyn
wewnetrzny

W celu przedstawienia pojecia ortogonalnosci w geometrii Minkowskiego w postaci
aksjomatycznej, zachowujemy Aksjomaty 1 do 4, zasS i 6 zastepujemy przez
Aksjomat 5'. Jezeli l jest ortogonalna do prostychm, n i p, które nie leza na jednej plaszczyznie,
zas q nalezy do trójwymiarowej rozmaitosci zawierajacejm, n i p, to l jest ortogonalna doq.
Aksjomat 6'. Istnieja proste ortogonalne same do siebie, ale nie ma prostych osobliwych, a zadne
dwie przecinajace sie proste, które sa ortogonalne same do siebie, nie sa wzajemnie ortogonalne.


