
"Zwykla" liczba 'naturalna n da sie zapisac
jako atpl+at_,pt-, + ... +a,p+ao,
gdzie O ~ Gl < P sa "p-tkowrmin
cyframi jej rozwiniecia.
Wystarczy dzielic "od tylu":
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pamietajac, ze liczymy w ukJadzie
trójkowym.

pl. a+ pl. b = p"'(pl-"a+
+P'-"b), m = min(k, 1), wtedy pl-roa
i pl-"b sa juz "liczbami naturalnymi".
Po wykonaniu dodawania wylaczamy przed
nawias najwyzsza mozliwa potegep.
Podobnie postepujemy przy odejmowaniu.

(pla)' (Plb) = phl(a· b),

ptalP'b = pl-'(alb).

Wlasnosci IaI,. sa niemal ana1oai!:zne do
wlasnosci zwyklej wartosci bezwz8lednej:
l-al,. = lal,., 101,.= O, I l/al,. = I/Ial,.,
labl,.= lal,lbl,. i tylko zamiast
a+bl, ~ lal,.+lbl,. mamy wiecej:la+bl,. ••
1< m"x (lal,., Ibl,.).

c:>

Jednostki "odlea'osci" i "czasu"
dobralismy tak, by predkosc swiatla byla
równa l. '

Norma p-adycznego wektoraA, oznaczona
przez lAI,., nazywamy odleglosc d(A, O).

o transformacji Lorentza
pozbawionej sensu (fizycznego)

Mgr Krzysztof NOWINSKI

Nikt nie smie watpic W to, ze matematyczne opisy rzeczywistosci fizycznej musza byc oparte
na analizie i arytmetyce zbudowanej na liczbach rzeczywistych, ze matematyczna przestrzen
trójwymiarowa R3 jest wlasciwa idealizacja przestrzeni, w której my wszyscy zyjemy. Nawet
piesn gminna glosi ••Oj dana, dana, nie ma szatana, a swiat realny (tzn. rzeczywisty) jest
poznawalny".

Jasne jest wiec, ze ponizsza próba opisu czegos tak fizycznego jak transformacja Lórentza
W innej arytmetyce jest calkowicie bezsensowna.
Otóz:

Dla celówteorioliczbowych zbudowano tzw. liczby p-adyczne (pisalismy o nich w numerach

9/1978 i 8/1979). Najkrótszy ich opis wyglada mniej wiecej tak: Niechp bedzie ustalona liczba
pierwsza (powiedzmy 3). Wprowadzimy liczby naturalne p-adyczne wyjasniajac, jak zapisywac
je w systemie p-tkowym: po prostu oprócz liczb skonczonej dlugosci (1,2, lO, 112100,
121212121212) dopuscimy do konkurencji zapisy nieskonczone: ... 11210002121, ... 000001 itp.
Zwykle algorytmy ••pisemnego" dodawania i mnozenia sa latwo wykonalne na tych nowych
••liczbach". Nastepnie,jako mila niespodzianke, zauwazmy, ze takie liczby mozemy tez bez'
ograniczen odejmowac. Na przyklad 0-1= ...222222 - bo ... 222222+ 1= ...00000

(przypominamy, ze rachujemy w systemie p-tkowym). Mozemy takze dzielic przez wszystkie
liczby wzglednie pierwszezp - w naszym przykladzie z 3. Na przyklad 1/2= ...11112 (mozna
sprawdzic przez pomnozenie!), 1/21= ...122011 (1/21 w ukladzie trójkowym to 1/7
w dziesiatkowym).

a
Wobec tego pozostaje nam jeszcze uzupelnic nasze ••liczby" o ulamki postaci-t' gdzie ajest

p
liczba p-adyczna opisanej juz postaci (zwana ••naturalna"). W tym celu zauwazmy, ze p-adyczna
liczba naturalna zakonczonak zerami dzieli sie przezpt, i ustalmy definicje ostateczna:
Liczba p-adyczna jest tworem postacipta, gdzie k jest zwykla liczba calkowita, natomiasta jest
p-adyczna liczba naturalna postaci ...a4a3a2ataO:ao '" O (wszystkie cyfry p-adyczne spelniaja
warunek O ~ a, < p).
Jak rachowac na takich liczbach, juz wiemy. Znamy zatem ich arytmetyke. Do uprawiania
analizy (czy to rzeczywistej, czy zespolonej, czy p-adycznej) potrzebne jest najpierw pojecie
wartosci bezwzglednej - sluzace potem do okreslenia odleglosci. ••Wartosc bezwzgledna" liczby
p-adycznej okresla sie wzorem Iptal,.= p_t i przyjmuje sie dodatkowo, ze 101,.= O. Liczbami
••bliskimi O" sa zatem liczby podzielne przez wysokie potegip, tj. majace na koncu duzo zer.
Ogólnie, o odleglosci dwu liczb p-adycznych decyduje, ile takich samych cyfr maja na koncu.
Teraz mozemy w zbiorze liczb p-adycznych (oznaczamy go przezO,.) wprowadzic pojecie
zbieznosci, przyjmujac, ze Iimx. = x wtedy i tylko wtedy, gdy Iim Ix.-xl,. = O. Te ostatnia

II-+CX) n ...•CX)

granice rozumiemy oczywiscie w sensie zbieznosci ciagu liczb rzeczywistych. Nietrudno sprawdzic,
ze dzialania arytmetyczne na liczbach p-adycznych sa operacjami ciaglymi.

Mamy wiec wszystko, czego potrzeba, aby zaczac uprawiac algebre i analize, a-nawet geometrie,
p-adyczna. Napotkamy tak wiele zabawnych wlasnosci (np. jezeli ciaga.jest zbiezny do zera,

<Xl

to szereg L a.jest zbiezny; kazdy trójkat jest równoramienny itd.), ze odlózmy to na kiedy
n=O

indziej, a 2;amiast tego zabawmy sie w p-adyczna ••teorie wzglednosci" zaproponowana przez
Stanislawa Ulama i C. J. Everetta w 1966 roku.

Opiszmy jak zwykle przestrzen zdarzen przez jej wspólrzedne ••przestrzenne"x" X2, X3 E a,.
i ••czas" t, równiez p-adyczny. Odleglosc ••przestrzenna" punktówx i y bedzie równa

d,.(x,y) = Y/(Xt-YI)2 + (X2-Y2)2 + (X3-Y3)21,.,

co, jak latwo (latwiei, niz sie wydaje na pierwszy rzut oka) sprawdzic, jest równe po prostu
max (Ixt -Yllp, IX2-Y2/", IX3-Y31,.J. Oczywiscie ••stozek swietlny" to zbiór{(x, t):d,.(x, O) =
= Iti,.}.

Teraz mozemy juz okreslic ••p-adyczne transformacje Lorentza" jako Gakzeby inaczej) te
przeksztalcenia liniowe ••czasoprzestrzeni", które zachowuja stozek swietlny. Latwo sprawdzic,
ze wszystkie ••obroty przestrzenne" (czyli takie przeksztalcenia liniowe "czasoprzestrzeni", które
nie zmieniaja czasu ani odleglosci przestrzennych) sa transformacjami Lorentza i ze przestrzen
jest jednorodna ze wzgledu na takie przeksztalcenia (tzn. jezelid,.(x, O) = d,.(y, O), to x mozna
przeprowadzic nay pewnym "obrotem przestrzennym") ..
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Niespodzianki zaczna sie. gdy bedziemy ogladac transformacje czasoprzestrzenne. które maja
postac

lub jeszcze kr6cej. symbolicznie

lub kr6cej

Mam nadzieje. ze bezsensownosc takich wniosków poglebila u Czytelników przekonanie
.0 calkowitej nieslusznosci pomyslu zajmowania sie tak dziwnymi tworami jak p-adyczna teoria
wzglednosci.

[011 012 a13

OZI 022 OZ3
T=

a31 032 a33

Ct Cz C3

T= [~ ~].

gdzie znaczeniaA. B, C i d latwo sie domyslic.
Mozna mianowicie wykazac. zeTjest postaci d' T'. gdzie d jest tylko wspólna zamiana jednostek

[A' B']
miary czasu i odleglosci. aT' = •przy czym IB'lp .;; 1. IC'lp < 1. a gdy Ix'lp = 1.

C' d

to IA'X +B'lp = 1. Droga prostych rachunków mozna stad wyprowadzic nieco zaskakujace
wnioski: otóz p-adyczne transformacje Lorentza zachowuja odleglosci przestrzenne i odstepy
czasu! Inaczej: p-adyczna ••mechanika relatywistyczna" jest zwykla mechanika ••galileuszowska".
I jeszcze cos: jezeliIB'lp = 1. to mamy transformacje ukladów poruszajacych sie wzgledem
siebie z predkoscia 1 - czyli predkoscia swiatla. Mozemy zatem obserwowac sobie p-adyczny
swiat z punktu widzenia fotonu!

Gdy w chwili ló obserwujemy dwa punkty
x~,Xl' obserwowane w innym ukladzie
wspólrzednych jakoX, i X •• mamy:

X~= AX,+BI •• X~= AX.+BI ••
CX,+dt, = I~ = CX.+dl ••

skad

x~-x; = A(X.-X,)+B(I.-I,) =

= A(X.-X,)+ ~Bx C(X.-X,) =2

= d(A,(X.-X,)+B, x C,(X.-X,».
Ale IBdp < 1.IC,lp < 1 (poniewaz T jest
wlasciwa transfonnacja Lorcntza. czyli
predkosc wzgledna jest mniejsza od l).
natomiast A 1 jest obrotem, wiec

IX;-X;lp = \dlpIA,(X.-X,)+B1 x C,(X.-
-X,)lp = IdlpIA,(X.-X,)lp =

= Idlplx.-Xdp
gdy nie zmieniamy jednostki miary(d = l)

IX~-X;lp = IX.-Xdp.
Gdy teraz I = I.- " jest odstepem czasu
miedzy dwoma zdarzeniami w miejscux
w przestrzeni a I~ i ,; beda chwilami
obserwacji tych zdarzen w nowym ukladzie.
to

I~-I;= CXo+dl.-(CXo+dl,) = d(I.-I,)
i wobec tegoIt;-t;lp = It.-tdp.
A wszystko to wynika oczywiscie z mocnego
warunku addytywnosci

la+blp = max(lalp.lblp)1

__ Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NO WINSKI

M 211. Niech m bedzie ustalona liczba naturalna. rózna od 1. Wykazac. ze nie istnieje wielomian
P. przyjmujacy dla kazdej liczby naturalnejn wartosc p(n) = NWW(m. n).
Rozwiazanie na str. 3 -
M 212. Wykazac. ze stopien wielomianup takiego. zep(k) = 2t dla k = 0.1.2 •...• n, nie moze
byc mniejszy nizn.

Rozwiazanie na str. 2
M 213. ZnaleZC wszystkie funkcjef:NxN -+ N (N oznacza zbiór liczb naturalnych) spelniajace
nastepujace warunki1-3:
(l)f(x. x) = x.
(2) xf(x+y. y) = (x+y)f(x, y).
(3)f(x.y) =f(y.x).
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ
F 71. Gwiazde otacza sferyczny oblok pylu. Pyl pochlania docierajace do niego promieniowanie
gwiazdy i, praktycznie natychmiast, wysyla we wszystkich kierunkach promieniowanie wtórne
(swieci). Z Ziemi obserwuje sie rozblysk gwiazdy znajdujacej sie w srodku obloku. Jaka predkosc
rozszerzania sie krazka swietlnego zobaczy astronom na Ziemi? Przyjmujemy. ze gwiazda znajduje
sie w odleglosci znacznie wiekszej od promienia obloku.
Rozwiazanie na str. 10
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