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Aby podniesc kromke przyklejona masIem do
podlogi nalezy uzyc wiekszej sily niz wtedy
gdy kromka upadla sucha strona.
Podniesienie kromki w tym pierwszym
przypadku wiaze sie :zatem z wykonlU'.lem
wiekszej pracy, a wiec - kromka
przyklejona maslem do podlogi ma nasza
energie. Jest to :zatem stan bardziej
prawdopodobny, zllodnie z prawami fizy' .
statystycznej.

Podwójne punkty
Jezeli punkty A l •Al, ...• A. plaszczyzny sa polozone tak. ze zadne trzy z nich nie leza na jednej
linii prostej. to laczacAl Z Al. Al Z A3 itd., wreszcie A. na powrót zAl otrzymamy lamana
zamknieta. Mówmy jednak na niawie/obok. Odcinki Aj A,+ l to jego boki.
Boki wielokat" wypuklego spotykaja sie tylko w wierzcholkach. ale dla naszych wieloboków tak
byc nie musi. NazwiJmy punktami osobliwymi wieloboku punkty przeciecia boków.
Wierzcholków nie zaliczamy do punktów osobliwych, choc bez watpienia sa one pewnymi
punktami charakterystycznymi.
Trójkat (nie moglem jakos napisac "trójbok") nie moze miec punktów osobliwych,
a czworobok moze miec tylko jeden (albo wcale). Umówimy sie rozwazac tylko osobliwosci
proste - tj. takie, w których przecinaja sie tylko dwa boki. Osobliwosc "wyzszego rodzaju",
taka na przyklad jak na rysunku. mozna w pewnym sensie sprowadzic do osobliwosci prostych,
lekko rozsuwajac wierzcholki naszego wieloboku. Zastepujemy w ten sposób osobliwy punkt -
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k-krotny przez ---- prostych punktów osobliwych.

2

Piecioboki moga miecO, 1,2,3 lub 5 punktów podwójnych; a, o dziwo, nie moga miec ich 4.

Czy umiecie to wykazac? A moze ujmiecie rzecz ogólniej i udowodnicie nastepujacetwierdzenie
Straszewicza :
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punktów osobliwych lub dowolna liczbe od niej mniejsza.

Spróbujcie narysowac osmiobok o 16 punktach podwójnych. Z pewnoscia nie uda sie to Wam
od razu.

Wygladzmy teraz szpice przy wierzcholkach wieloboków i zamienmy proste odcinki boków na
lagodne luki. Zróbmy to tak, by otrzymana krzywa miala "podobnie" rozmieszczone punkty
samoprzeciecia. Trudne twierdzenie analizy matematycznej glosi: mozna to zrobic tak. by nasza

krzywa dalo sie opisac równaniem wielomianowymI(x. y) = O. Zwrot "mozna to zrobic" znaczy
tutaj tyle, ze krzywymi o równaniach wielomianowych mozna nasz wielobok przyblizac z dowolna
dokladnoscia.

Powiemy, ze punkt samoprzeciecia krzywej jest punktem podwójnym, jezeli przechodza przez

>==- ~ niego tylko dwie "galezie" krzywej. Przez niewielka zmiane wielomianu opisujacego krzywa

mozemy zawsze wszystkie punkty samoprzecieciazastapic przez punkty podwójne. Mozemv takze
wygladzic ostrza.
Rozpatrujmy zatem krzywa bez "ostrZ}" i tylko z punktami podwójnymi. Od czego zaleZ) liczba
punktów podwójnych?
Odpowiedz: Od stopnia wielomianu opisujacego krzywa:
Jezeli I jest wielomianem stopnia11. to krzywa o równaniuI(x, y) "= O nie moze miec wiecej Mz
(n-1)(n-2)
------ punktów podwójnych.
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( (n-1)(1I-2) n(n-3»)Ten wynik jakos laczy sie z poprzednim jak sie ma 2 do 2 ?, ale tak

naprawde to nie umiemy podac prostych i w miare estetycznych warunków, mówiacych. kiedy
wielomian opisuje krzywa o takiej a takiej liczbie takich a takich punktów osobliwych. "Pól
biedy" dla wielomianów (i krzywych) zespolonych. Geometria zespolonych tworów
geometrycznych jest bardzo dobrze rozwinieta. mozna powiedziec. ze dziedzina zespolona jest
bardziej odpowiednia dla uprawiania teorii zbiorów algebraicznych; geometria rzeczywista jest
po prostu znacznie trudniejsza. A to dlatego. ze równanie kwadratowe raz ma pierwiastki. raz
nie ma ...• a wolelibysmy, zeby sic<zdecydowalo.
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