
Sytuacja jest wiec nie lepsza, niz w przypadku wzoru Leibniza. Ale tylko na pozór. Mozemy

bowiem zastosowac taka sztuczke: do n-tej sumy czesciowej dodajemy jeszcze skladnik ~;. n

Naiwnoscia byloby sadzic, ze teoria szeregów trygonometrycznych zostala stworzona po to,
by wyznaczac kolejne cyfry rozwiniecia :n:,czy tez po to, by obliczac sumy szeregów liczbowych
podobnych do tych, które wystepuja we wzorach (9) i (11). Jest to ogromna teoria
o nieprzebranym bogactwie zastosowan - praktycznych i teoretycznych. Ale to juz zupelnie
inna historia.

W nastepnym - trzecim i ostatnim - odcinku naszego serialu zaprezentujemy
Czytelnikom jeszcze inne wzory wyrazajace :n:jako wynik operacji granicznych na liczbach
wymiernych. Uzasadniona jest nadzieja, ze dokladnosc aproksymacji bedzie coraz lepsza ...

Czy wzory te nadaja sie do obliczania :n:?I tak, i nie. Prawda, ze szeregi sa zbiezne coraz szybciej;
l l

ale dochodza wspólczynniki -, -- (dalsze mianowniki rosna w ogromnym tempie), no
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i dochodzi koniecznosc wyciagania pierwiastka: czwartego, szóstego stopnia itd. Obniza to,
rzecz jasna, efektywnosc przyblizania. Spójrzmy jednak na wzory (9) i (I l) "od drugiej
strony". Zapomnijmy na chwile o naszym zadaniu; w koncu, liczba:n: jest dosc dokladnie
znana. Samej zbieznosci szeregów ~IIn2, ~ IIn4, ~ l/n6 dowodzi sie prosciutko metodami
bardzo elementarnymi. Ale wzory (9) i (I l) daja nam wartosci sum tych szeregów - trudne do
wyznaczenia innym sposobem. Rozwijajac w szereg Fouriera rozmaite funkcje i podstawiajac
za x rózne punkty przedzialu< -:1:,:n:) mozemy w ten sposób wyznaczyc sumy bardzo wielu
szeregów liczbowych - mila to i pozyteczna zabawa.

Sn+~ = (1+ ~+~ + ...+ _1_) +~.n 4 9 n2 n

Z uzyskanych oszacowan (10) wynika, ze otrzymana wielkosc - oznaczmy ja przeztn - daje /
1 l l

przyblizenie liczby_:n:2 z nadmiarem, z bledem mniejszym niz 1In2: O < tn - _:n:2 < -.
6 6 n2

./- lStad dostajemy 0< ,,6tn-:n: <-.
n2

Obliczajac 6tn np. dla n = 100 i wyciagajac pierwiastek kwadratowy otrzymujemy wiec wartosc:
przyblizona liczby :n:z dokladnoscia czterech znaków po przecinku. To juz jest cos; czynnosci
te mozemy wykonac na kieszonkowym czterodzialaniowym kalkulatorze w ciagu
kilkunastu minut.

Rozpatrujac funkcjex4, x6, x", ... na przedziale < -:n:, :n:), przedluzajac je przez okresowosc
do funkcji ciaglych na calej prostejR, rozwijajac w szereg Fouriera, uwzgledniajac twierdzenie
Dirichleta i wreszcie podstawiajacx = :n:dostajemy wzory analogiczne do wzoru Eulera,
wyrazajace liczby:n:k przez sumy szeregów~l/n\ k = 4,6,8, .... I tak:

l l l 16 11
9O:n:4=1+24 + y;-+ ..., . 945:n: = 1+26+36"+· .. ·

(11)

Znacznie mniej wiemy o sumie odwrotnosci
trzecich poteg liczb-naturalnych, czyli o sumie

1 1 1
1+2-'+}3+4' + ....
Przedstawiony na. Miedzynarodowym
Kongresie Matematyków w Helsinkach·

w 1978 roku wynik Apery'ego mówj~cy, ~e
liczba ta jest nie wymierna , zastal okreslony

mianem, .sensacyjnego".

__ Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

Rys. 2

M 229. Pociag przejechal 320 km w 4 godziny. Wykazac, ze pewien odcinek tej drogi o dlugosci
80 km przejechal dokladnie w I godzine.
Rozwiazanie na str. 12.
M 230. Czy mozna zabawke wykonana z plasteliny wg rysunku l zdeformowac - bez rozrywania
i ponownego sklejania - tak, aby przybrala postac przedstawiona na rys. 2? Chyba nie - .
wystarczy narysowac okregiA, B i C, by przekonac sie, ze rozlaczyc ich nie mozna. Czy na
pewno?
Rozwiazanie na str. 15.
M 231. Czy mozna ulozyc rozklad jazdy pociagu spelniajacego warunki zadania M 229 tak, aby
kazdy studwudziestokilometrowy odcinek drogi byl przebywalJY w czasie róznym od 1,5 godziny?
Rozwiazanie na str. 10.

Redaguje doc. dr Michal sWIEcia

F 78 Na ro~grzanej do czerwonosci plycie metalowej krople wody wykonuja bezladne ruchy.
Dlaczego? Jak bedzie wygladal ruch kropel na poziomej plycie rozgrzanej tak, ze tylko jej srodek
jest rozzarzony? (T. Tratkiewicz)
Rozwiazanie na str. 3.
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