
Nie kazda funkcje da sie tak ladnie zapisac. Teona iloczynów nieskonczonych jest

skomplikowana, a praktyczne wyznaczanie rozwiniec konkretnych funkcji - trudne.
1

Uwierzmy tymczasem w prawdziwosc wzoru (1) i podstawmyx = -n; oto wynik:
, 2

a(X-Xl)(X-X2) ... (x-x.).

Niektóre funkcje nie bedace wielomianami. majace nieskonczenie wiele miejsc zerowych.
dopuszczaja podobne przedstawienie. przy czym liczba czynników jest nieskonczona. Taka
funkcja jest np. sinus:

Opowiedzielismy juz Czytelnikom co nieco o przedstawia'niu róznych funkcji w postaci sum
szeregów nieskonczonych: potegowych. trygonometrycznych. Na podobienstwo szeregów-
czyli sum nieskonczonych - rozwaza sie tez nieskonczone iloczyny. okreslane jako wartosci

graniczne iloczynów czesciowych czyli ••coraz dluzszych" iloczynów skon~onych.
Wiemy,ze wielomian stopnia n majacy n pierwiastków mozna przedstawic jako iloczyn czynników
liniowych:

sinX=X(l- :)(1+ :)(1- ~)(l+ ~)(l- 3:)(1+ 3:),'"
(1)
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Obliczamy n (III)

1 = ~ n{l- ~)(l+ ~)(l- :)(1+ :)(1- ~)(l+ ~) ...•

czyli, po prostym przeksztalceniu

1224466
(2) --:n = -.-.-.-.-.- ....

2133557

Jest to wzór WalIisa (John WalIis. 1616-1703).
O ile wyprowadzenie ogólnego wzoru (1) jest trudne. o tyle wykazanie jego szczególnego
przypadku - wzoru (2) - jest calkiem latwe. jesli sie zastosuje inna metode. Przyjrzyjmy sie

funkcjom: l, sinx, sin2x, sin3x, ... na przedziale <O, ~ 7\'). Oznaczmy

(3)

Oczywiscie

(4)

n/2

-A. = ~ sin2'x dx.
o

n/2

B. = ~ sin2·+'xdx.
o

A'H < B. < A•.

n = O. 1.2.3, ...

Czytelnicy, znajacy troche rachunek calkowy. sprawdza z latwoscia wzór rekurencyjny

(5) 2n+l A.,
A'H = 2n+2

1
AD = -n,

2

2n+2 B.,
B'H = 2n+3

Bo = l.

Wstawiajac pierwszy z wzorów (5) do (4) i dzielac stronami przezA. dostajemy

2n+l B. ----<--<1
2n+2 A••

wiec stosunekB.fA. dazy do jednosci. Ale jednoczesnie stosunek ten wyraza sie równoscia

Bn 2 2 2 4 4-=_. 4_4_ •

A. n 1 3 3-5

2n 2n

. 2n-l . 2n+l •
Oto jeszcze inne wwry na 11:

,,= ~o- 24( 1.2.~ . _- _ . ~ __ +

+ - - ~ - - ...)
(1. P. BaUantine)

li = 3.15-360(2'3'4'~'6'7'8 -

__ 1 + ...)
(1. P. Ballantine)

( _I)' ( 1 1)'
17,'" = 1+2 1+2+"3
360 1+ 2 + 3 + ...

(H. F. Sandham)

(1,)'. 2' (21)'.23 (3!)"24
" = 2+-3-'- +--5!- +-7-'- +

(41)'- 2'
+-9-'-+ ...

(lerome C. R. Li)

latwa do udowodnienia przez indukcje przy wykorzystaniu wzorów rekurencyjnych (5).
W ten sposób dochodzimy do iloczynu nieskonczonego (2) i do wzoru WalIisa.
Szybkosc zbieznosci tego iloczynu jest - co tu kryc - niewielka. Jedyna praktyczna zaleta
jest prostota rachunków; kolejne iloczyny czesciowe wyznacza sie korzystajac z banalnej reguly-
mnozenia przez wlasciwa liczbe parzysta i dzielenia przez odpowiednia nieparzysta. Przy
operowaniu szeregami mnozenie przeplata sie z dodawaniem. Obliczenie. dajmy na to,
setnego przyblizenia iloczynu (2) daje blad tego samego rzedu, co wziecie setnej sumy czesciowej
szeregu El/n2; ale naklad pracy bez porównania mniejszy.
W poprzednim odcinku pokazalismy metode sumowania szeregów El/nt. gdyk jest liczba
parzysta. PrzytocZylismy wzory:

1 1 1 1
_n2 =-1+-+-+-+ ...
6 22 32 42 •

1 4 1 1 1
(6) -n = 1+-. -+-+-+ ...90 24 34 44 '

1 6 1 1 1--n = 1+-6 +-.s:-+-6 + ....945 2 3 4
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Leonhardowi Eulerowi zawdzieczamy niezwykle interesujace spostrzezenie, ze suma szeregu

takiej postaci jest jednoczesnie wartoscia pewnego iloczynu nieskonczonego:

Od wyprowadzenia tego wzoru rozpoczelismy nasze rozwazania analityczne przed dwoma
miesiacami. Podstawieniex = 1 dalo nam szereg Leibniza. zbiezny bardzo powoli do sumy

.ln. Skad ta "opieszalosc"? Skladnikami szeregu (8) sa funkcje potegowe; jedynka jest w ogóle
4 .

nieczula na potegowanie. Punktx = 1 jest koncowym punktem przedzialu -1 ~x ~ 1. czyli
przedzialu tych wartoscix. dla których szereg (8) jest zbiezny. Jasne jest. ze zbieznosc bedzie
tym szybsza. im blizej zera wybierzemy punktx.
Ale wartosci funkcji arctgx dlax wymiernych. lxi < 1. nie wyrazaja sie wymiernie przezn.

_ 1
Z klopotem tym mozna sobie poradzic w bardzo prosty i sprytny sposób. Niech ot = arc tg - •2

1 1 1
P = arctg-; zatem tgot = -. tgp = -. skad3 2 3

Cóz to za liczby: 2. 3. 5. 7. 11•...• które pojawiaja sie w poszczególnych czynnIkach tego

iloczynu? Odpowiedz dosc nieoczekiwana. ale widoczna: sa to kolejne liczby pierwsze. Stad
wielkie znaczenie wzoru (7) w teorii Iiczb. Lewa jego strona to slynna funkcja ••dzeta" Riemanna.
W polaczeniu 1; wzorami (6) uzyskujemy teraz nowe wzory na wymierne przyblizenien2• n" n6•

Poniewaz ciag liczb pierwszych szybciej dazy do nieskonczoposci. niz ciag wszystkich liczb

naturalnych. wiec iloczyn po prawej stronie wzoru (7) jest szybciej zbiezny. niz szereg po lewej
stronie tegoz wzoru. Tyle, ze nie znamy wzoru (efektywnego!) nan-ta liczbe pierwsza.
Czytelnikom. którzy chcieliby pójsc sladami wielkiego Eulera i odtworzyc dowód tozsamosci (7)
(zachodzacej dla wszystkich wartoscik > 1. niekoniecznie naturalnych).
zdradzimy. ze nie jest to wcale trudne; trzeba tylko kazdy z czynników po prawej stronic

zarisac jako sume odpowiedniego szeregu geometrycznego:

1 1 1
----= 1+-1: +--u+ -n-+ u.

1- _1_ p p p
p.

Dalszy ciag rozumowania. wzorem matematyków starogreckich. skwitujemy slówkiem:
Patrz! Oczywiscie. co kto zobaczy. zalezy od tego. jaki ma wzrok ... Euler dojrzal lewa strone
wzoru (7).
A teraz porzucmy ten temat i przypomnijmy sobie rozwiniecie funkcji arcus tangens w szereg
potegowy:

1

1
l-.W

1

1l-y1
l-Sl

1
1

I-Jl

1 1 1
arctgx = x--x3+-r-_x7+ ...• lxi~ l.

3 5 7

1 1 1
1+-. +-. +-. + ... =

2 3 41 __ 1_
2·

(8)

(7)

Rozwiazanie zadania M 131.
Obliczmy na dwa sposoby liczbe punktów
majacych oDie wspólrzedne naturalne
i lezacych na hiperbolixy = N i pod nia:
liczac kolumnami otrzymamy

tg(ot+ Pl = _ tgotHgP
l-tgottgp

1 1
2+3

=--1-=1.1--
6

(9)

[~] + [~] + ... + [Z].
a liczac wzdluz hiperbolxy = n •• N
otrzymamy

.(1)+ .(2)+ ._. +.(N).

~

,~~
\~~
WH~]'"0

1
Oczywiscie O < ot+ p < - n. a jedyna liczba w tym przedziale. której tangens równa sie 1, jest2

1 1
liczba.-:n. Otrzymalismy wiec równosc ot+p = - n,czyli

4 4

1 1 1-n = arctg-+arctg-.
4 ~ 3

1 1
Podstawiajac we wzorze (8)x = - oraz x = - dostajemy szeregi zbiezne bardzo szybko2 3 .
(wykladniczo). Sumy czesciowe tych szeregów dodane do siebie dadza, z uwagi na równosc (9),

1
dobre przyblizenie liczby - n.

. - 4-

Te metode mozna jeszcze usprawnic. Zachodzi na przyklad równosc

1 1 1-n = 4arctg--arctg-- .
. 4 5· 239

Wyprowadza sie ja zupelnie tak samo. jak poprzednia. Autorem tego pomyslu jest matematyk
angielski J. Machin (1685-175\).
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W latach 1944-48 Morris Fergusson,
Archibald i Wrench obliczyli 808 cyfr
rozwiniecia dziesietnego n, wykorzytujac
wzór

1 l l l
"4 = 3arctg"4 +arctg20 +arctg 1985

i sprawdzajac obiiczenia za pomoca
zaleznosci

~ = 3arc tg ~ +arctg ~4 4 99

odkryli, ze Shanks, który w XIX wieku
obliczyl ponad 700 cyfrn, pomylil sie na
527 miejscu. wskutek opuszczenia
skladnika 1/29'521•

100000 znaków, o których byla mowa
w pierwszym artykule mozna znalezc w pracy:
Daniel Shanks and John W. Wrench Jr.,
Calculotion ol n to100.000Decimals,
w Mathematics olComputation 16(1962),
str, 76-99

31415 926
Kto z woli i mysli zapragnie pi spisac

5 3 5
cyfry, ten zdola ...

31415926
Que j'aime a faire apprendre un nombre

5 3 5
utilc aux sages!
Immortel ArchimMe, artiste ingenieux,
Qui de ton jugement peut priser la valeur?
Pour moi, ton problcme eut de pareils
avantages.

l
Jesli wartosc x = - podstawimy do wzoru (8), a nastepnie

. 5
1

zsumujemy n poczatkowych skladników otrzymanego szeregu, otrzymamy liczbe arctg- z bledem
5

. 1
mniejszym niz1/(2n+ l)' 52ft+l (dlaczego?). Podobnie dlax = --, suma m skladników

.. 239
daje blad mniejszy niz1/(2m+ l)' 2392m+1• Mnozac pierwszy z tych bledów przez 4 i dodajac

1
drugi, oszacujemy blad przyblizenia liczby -n. Mnozac jeszcze raz przez 4 ocenimy blad

. 4

przyblizenia n.
1

Celowe jest tu dobranie takich wartoscin i m, aby blad dla 4arctg - byl tego samego rzedu,
5

l
co blad dla arctg-- (w przeciwnym razie obliczanie niektórych skladników jest robota

239

daremna). We"ZmYnp.n = 18, m = 5. Krótki rachunek przekonuje nas, ze wówczas pierwszy
z tych bledów szacuje sie przez1,5 . 10-27, a drugi przez0,7' 10-27 ; laczny blad przyblizenia
liczby n otrzymanego w ten sposób nie przekracza10-26• Znaczy to, ze dostajemy 25
dokladnych cyfr po przecinku!
Wykonanie wszystkich potrzebnych tu obliczen z potrzebna dokladnoscia zajelo piszacemu
te slowa - przy uzyciu recznego kalkulatorka (osmiocyfrowego) - niecala godzine.
Popularny wierszyk "Kuc i orac ... " (pierwsza czesc artykulu, Delta 6{1980) daje recepte na
zapamietanie 23 cyfr po przecinku. Wskazalismy metode wyznaczania dalszych ...
Czytelnik ma prawo poczuc sie wyprowadzony w pole. Wiec po to wypracowalismy tak
róznorodne techniki, aby w koncu okazalo sie, ze z przedstawionych metod naj skuteczniejsza
polega na calkiem elementarnym wykorzystaniu wzoru (8), wyprowadzonego dwa miesiace temu,
na samym poczatku naszego cyklu!
Drogi Czytelniku - nie miej tego za zle. Wzory Leibniza, Eulera, Wallisa sa dla obliczenian
mniej efektywne, niz wzór Machina. Ale prócz wartosci uzytkowej istnieje jeszcze wartosc
poznawcza. Czyz to nie fascynujace, ze jedna i ta sama liczban wykazuje tak przedziwne
i róznorodne zwiazki z arytmetyka, ze mozna ja otrzymac jako sumy róznych szeregów,
granice róznych ciagów?
Wszystkie otrzymane wzory nan byly wnioskami z równosci ogólniejszych, dla funkcji.
Analiza matematyczna jest ciekawa! Powiedzmy sobie szczerze: z calych naszych
przeprowadzonych rozwazan najbardziej interesujace jest to, ze rózne mane funkcje mozna
przedstawiac w nieoczekiwanych postaciach: sum szeregów potegowych, trygonometrycznych,
iloczynów funkcji liniowych ... Te przedstawienia ("rozwiniecia") sa o wiele wazniejsze,
niz samo wymaczanie kolejnych cyfr ludolfiny. Bo czymze jest obliczanien? Mila rozrywka,
igraszka tylko, niczym wiecej.- Zadania

AT~~~'"
B-L~-+-L~ ...

C C C

Redaguje mgr KrzysztofS.NOWINSKI

M 232. Wykazac, ze dla kazdej liczby naturalnejN zachodzi równosc

T(1)+T(2)+... +T(N) = [~]+[~]+ ... +J~]
(T(n) - liczba dzielników n, [xl - czesc calkowita x).
Rozwiazanie na str. 9
M 233. Czy istnieje szesciokat S majacy te wlasnosc, ze kazda pare jego boków widac z pewnego
punktu wewnetrmego, ale nie istnieje punkt, z którego byloby widac wszystkie szesc boków?
Rozwiazanie na str. 2
M 234. Wykazac, ze pierwiastki kwadratowe trzech róznych liczb pierwszych nie moga byc
wyrazami postepu geometrycmego.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 79. Oblicz pojemnosc wypadkowaCAB narysowanego obok nieskonczonego ukladu
kondensatorów.

Rozwiazanie na str. 3
(A. Jurewicz)
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