
Jak latwo zauwazyc, prostym wnioskiem z twierdzenia Banacha o odwzorowaniach zwezajacych

<p. ~ykuly J. Geresza, M. E. Kuczmy i L. Górniewicza) jest
Kazde podobienstwo nie bedace izometria ma punkt staly.
Czy latwo? No bo. ze podobienstwo'"zmniejszajace" musi miec punkt staly to widac, ale
"zwiekszajace"? W przypadku "zwiekszajacego" podobienstwatp zauwazamy. ze przeksztalcenie'
odwrotne tp-l jest podobienstwem "zmniejszajacym" i ma wobec tego punkt staly. powiedzmyA.
I rachujemy

tp-I(A) = A.

tp(tp-I(A») = tp(A),

tp(A) = A.
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Wywnioskowac stad mozna. ze na plaszczyznie kazde podobienstwo nie bedace izometria to
podobienstwo spiralne (czyli 2.lozenie jednokladnosci i obrotu o tym samym srodku) lub
odbicie dylatacyjne (czyli zlozenie jednokladnosci i symetrii osiowej o osi przechodzacej przez
srodek jednokladnosci) .
Zauwazmy najpierw. ze jezeli podobienstwatp i tp' tak samo przeksztalcaja (rózne)

punkty A i B, to albo tp = tp', albo tp' jest zlozeniem tp i symetrii wzgledem prostejtp(A) tp(B). o
widac z rysunku. A wniosek stad taki. ze podobienstwo, o którym wiemy czy zmienia orientacje
figur. czy nie. jest jednoznacznie okreslone przez swoje wartosci w dwóch punktach.
Wezmy pod uwage podobienstwo nie bedace izometria i jego punkt stalyA oraz inny
punkt B. który jest przeksztalcany naB'. Wykonajmy jednokladnosc o srodkuA i stosunku

AB'

AB'

która przeprowadzi B na Bn. Teraz. jesli podobienstwo nie zmienia orientacji, wystarczy
zlozyc te jednokladnosc z obrotem wzgledemA o ~ Bn AB' (podobienstwo spiralne). a jesli

zmienia - z symetria wzgledem dwusiecznej tego kata (odbicie dylatacyjne).
A teraz zadanie dla Czytelników.

Znajdowanie punktu stalego w mysl dowodu Banacha jest nieefektywne - jesli nie trafimy
przypadkiem na punkt staly podobienstwatp. to jest on granica ciagu punktów

p. tp(P). tptp(P). tptptp(P)•...•

gdzie P jest dowolnym punktem.
Majac dane punktyA, B oraz tp(A). tp(B). gdzie tpjest podobienstwem spiralnym, mozemy
znalezc konstrukcyjnie punkt staly tego podobienstwa nastepujaca metoda:
Niech C bedzie punktem przedecia prostychAB i tp(A}tp(B). Poprowadzmy okregi przezA.

tp(A) i C. oraz przezB. tp(B) i C. Ich rózny od C punkt przeciecia (lub C - gdy sa styczne) to
wlasnie szukany purikt staly (dlaczego?).
No. a jesli tp jest odbiciem dylatacyjnym? To wlasnie jest zapowiedziane zadanie.
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M 235. Pewne pola szachownicy zamalowano tak. ze król nie moze przejsc od lewego do
prawego jej brzegu po polach zamalowanych. Udowodnic, ze po nie zamalowanych polach moze
od górnego do dolnego brzegu szachownicy przejSCwieza.
Rozwiazanie na str. 5
M 236. Z kwadratu [0.1] x [O.l]zrobiono szachownice on2 polach. Niech F•• F2 beda

dowolnymi przeksztalceniami tego kwadratu w odcinek [0,1]. OznaczamyF(x) = (FI (x). F2(x»).
Wykazac. ze istnieja cztery punktyP. q, r. s lezace w jednym polu szachownicy i takie. ze

FI(p):O;;; Pl. Fl(q) ~ q•• F2(r):o;;; r2 i F2(S) ~ S2. Wskazówka: patrz M 235.
Rozwiazanie na str. 3
M 237. Udowodnic twierdzenie Brouwera: JezeliF jest przeksztalceniem ciaglym domknietego
kwadratu w siebie, to istnieje punktx taki. zeF(x) = x. Wskazówka: patrz M 236.
Rozwiazanie na str. 1

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 80. Kazdy sposródN punktów polaczony jest z pozostalymi Za pomoca identycznych
oporników o oporzeR. Znalezc opór zastepczy takiego ukladu.
Rozwiazanie na str. 15 (T. Tratkiewicz)
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