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Srednica figury nazywamy kres górny odlegloscid(a, b) jej punktów. Srednice figuryA .

oznaczymy symbolem diamA. Na ogól slów "kres górny odleglosci" nie wolno zamienic na
prostsze slowa "najwieksza odleglosc". Na przyklad kolo bez brzegu nie ma pary punktów
maksymalnie odleglych. Wiadomo jednak, ze powyzsza zamiana jest poprawna w przypadku
figur domknietych i ograniczonych (zob. np. rys. 2). Takimi wlasnie, jak sie okaze, beda
figury rozwazane w tym artykule. ,.-
Definicja. Ograniczona figure nazywamy kompletna, jezeli dolozenie do niej jakiegokolwiek
nowego punktu powoduje zwiekszenie srednicy. Czyli.

A jest kompletna =/\ diam(Au{a}) > diamA.
af,A

Mówiac jeszcze inaczej: ograniczona figuraA jest kompletna, jezeli jest ona maksymalnym
zbiorem ó srednicy diamA.
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Rys. 6. Tworzenie kompletnej figury

posredniej w zadaniu 2.
Rys. 5. Ilustracja dowodu kompletnosci bryly

obrotowej z rys. 4.

Zbudujemy plaska figure bedaca uogólnieniem zarówno trójkata Reuleaux jak i kola. Wezmy
trójkat o wierzcholkach a, b, c (rys. 8). Niech a lezy naprzeciwko naj dluzszego boku,c zas
naprzeciwko najkrótszego. Niech Al oznacza-9:: cab, A2 zas kat wierzcholkowy do Al' Podobnie
okreslamy katyBl' B2 i Clo C2• W kacie Al kreslimy luk o srodku a i promieniu r ~ dCa, c).

Teraz w kacieB2 kreslimy luk o srodku b zaczynajacy sie tam, gdzie konczyl sie poprzedni luk.
Analogicznie, po kolei kreslimy luki w katachClo A2' Bl i C2 (zob. rys. 8).
Zadanie·S. Wykazac, ze skonstruowana powyzej krzywa jest zamknieta i ze figura ograniczona

ta krzywa jest kompletna.

Zadanie 1. Analogicznie do konstrukcji trójkata Reuleaux zbudowac "wielokat Reuleaux".
Wykazac, ze tylko dla nieparzystej liczby kól jest on kompletny.
Zadanie 2. Z trójkata ReuleauxT i kola K o wspólnych srodkach budujemy figure posrednia
(zob. rys. 6) zlozona z punktów bedacych srodkami odcinków, których jeden koniec lezy wT
a drugi wK. Wykazac kompletnosc tej figury.
Zadanie 3. Analogicznie do konstrukcji trójkata Reuleaux budujemy w przestrzeni
"czworoscian Reuleaux" (rys. 7) jako wspólna czesc czterech kul o promieniach dlugosciA

i srodkach bedacych wierzcholkami czworoscianu foremnego o srednicy.lo. Uzasadnic, ze
otrzymana bryla nie jest kompletna.
Zadanie 4. Podac przyklad nieobrotowej przestrzennej figury kompletnej.
Wskazówka: ulepszyc konstrukcje czworoscianu Reuleaux.

Jezeli trqikat ReuleauxT obrócimy wokól jednej z osi symetriil, to otrzymana bryla obrotowa
F (zob. rys. 4) jest tez kompletna. Aby to sprawdzic, wezmy dowolny punkta i F. Przetnijmy F
plaszczyzna zawierajacaa i os symetrii l (zob. rys. 5). W przekroju otrzymujemy trójkat
Reuleaux T! Poniewaz a $ T', wiec a musi byc odlegly od jednego z jego wierzcholków (który
jest oczywiscie punktem brylyF) wiecej niz diam T' = diam F. Z dowolnosci punktu a wynika,
ze bryla obrotowa F jest kompletna. Ogólniej, jezeli plaska figure kompletna majaca os symetrii
obrócimy dookola tej osi, to otrzymamy przestrzenna figure kompletna·

Najprostszym przykladem figury kompletnej na plaszczyznie jest kolo, natomiast w przestrzeni
kula. Inna plaska figura kompletna jest tzw. trójkat Reuleaux (zob. rys. 3). Jest on czescia
wspólna trzech kól o równych promieniach dlugosciA i srodkach bedacych wierzcholkami
równobocznego trójkata o srednicy.lo. Z rysunku natychmiast odczytujemy, ze srednica trójkata
Reuleaux wynosi takze.lo. Kazdy punkt lezacy poza trójkatem ReuleauxT jest wiec odlegly od
jednego z jego "wierzcholków" wiecej nizA = diam T. Swiadczy to o kompletnosci figuryT.

Rys. 8. Konstru kcja figury kompletnej

bedacej uogólnieniem zarówno kola,jak
i trójkata Reuleaux.

diamT=A

Rys. 4. Bryla kompletna.

Rys. 7. Czworoscian Reuleaux nie jest bryl4
kompletna.

Rys. 3. Trójkat Reulcall'

Rys. 2. S - s7..cscian o kr~lwedzi dlugosci 1 ~

lnt S - wnetrze S. Wtedy diam S= d(a', bl

= V3, diam Int S= V3.



Rys. 9. Przemieszczanie odcinka
srednicowego w trójkacie ReuJeaux

Rys. 10. Szerokosc figury w danym kierunku.

Ry~. I J. TOC.lCOlC figury kompletnej w pa ....il.:

Rys. 12. Kolo wpisane w trójkat Reuleaux
j opisane na nim.
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Rys. 13. Wiertlem, którego przekrój jest
trójkatem Reu1eaux, mozna wiercic otwory
o ksztalcie bardzo zblizonym do kwadratu
(tylko na brzegach sa niewielkie
zaokraglenia). Odpowiednie urzadzenie
zbudowali opatentowal w 1917 r. (numery
patentów 1241175-7)amerykanski inzynier
Harry J.Watts.

Niektóre zadania mozna przeniesc do
n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej,
a definicje zbioru kompletnego i pierwsze
twierdzenie nawet do przestrzeni metrycznych.

Franz Reuleaux (1829-1905)-
matematyk i inzynier, profesor Politechniki
w Zurychu, a potem Wyzszej Szkoly
Technicznej W Berlinie.

Twierdzenie. Figura A jest kompletna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona czescia wspólna wszystkich
kul, których srodki leza w A, promienie zas maja dlugosc diam A.
Dowód. Oczywiscie kazda kula o promieniu dlugosci diamA i srodku w figurze A zawiera
A, a wiec A miesci sie w czesci wspólnej wszystkich kul, których srodki leza wA, a promienie
maja dlugosc diamA. Pokazemy, ze kompletnosc figury pozwala slowa "miesci sie" zamienic
na "równa sie". W tym celu wystarczy pokazac, ze dla dowolnego punktua rt A znajdzie sie
taka kula K. o srodku lezacym wA i promieniu równym diamA, ze a rt K•. Znajdzmy wiec te
kule K•. Z kompletnosci figury A wynika, ze diam (Au {a}) > diam A. Oznacza to, ze istnieje
punkt b E A, dla którego dCa, b) > diam A. A zatem kula o srodkub E A i promieniu dlugosci
diam A nie zawiera punktua, mozemy wiec przyjac ja jako szukana kuleK•.

Reasumujac: figura kompletnaA jest czescia wspólna wszystkich kul osrodkach lezacych wA
i promieniach dlugosci diamA. Zalózmy, ze figura A jest identyczna z czescia wspólna
wszystkich kul o srodkach lezacych wA i promieniach dlugosci diamA. Wezmy dowolny
punkt c rtA. Istnieje taka kulaK o srodku p E A i promieniu dlugosci diamA, ze c rtK => A.

Stad d(c,p) > diam A. Widac zatem, ze dolozenie do figuryA dodatkowego punktu powoduje
zwiekszenie sie srednicy. Swiadczy to o kompletnosci figuryA.
Zadanie 6. Wykazac, ze kazcIa figura kompletna jest wypukla i domknieta.
Proste rachunki wykazuja, ze obwód trójkata Reuleaux o srednicyA wynosi nA, a jego pole

n-Y3 'z C ..... d' . f k--- • A. o wiecej ma miejsce nastepujacy z UmleWajacy a t.
2

Twierdzenie. Wszystkie kompletne figury plaskie o srednicyA maja obwód dlugoscinA.. .Wsród

nich najwieksze pole ma kolo, a najmniejsze trójkat Reuleaux.
Dowód tego twierdzenia jest trudny. Nie jest ponadto prawdziwy jego przestrzenny

• odpowiednik. Na przyklad pole powierzchni kompletnej bryly obrotowejF (zob. rys. 4) o

srednicy A wynosi n( 2- ;). A2 ::::: n' 0,93' A2 (co latwo obliczyc wzorem calkowym na pole
powierzchni obrotowej), zas pole powierzchni kuli o srednicyA równa sienAz.

Zadanie 7. Wykazac, ze w odleglosci diamA oft dowolnego punktu brzegowego figury

kompletnej A lezy co najmniej jeden jej punkt brzegowy. Powyzsze zadanie ulatwia rozwiazanie
trzech nastepnych.
Zadanie 8. Jedyna figura kompletna majaca srodek symetrii jest na plaszczyznie kolo, a w
przestrzeni kula. Dlaczego?
Zadanie 9. Udowodnic, ze przez kazdy punkt figury kompletnejA przechodzi co najmniej
jeden odcinek o dlugosci diamA zawarty wA.
Zadanie 10. Wykazac, ze odcinek o dlugosci diamA lezacy w plaskiej figurze kompletnejA
mozna tak przemieszczac w tej figurze, aby jego konce zatpienily sie miejscami (na rys. 9
pokazano to dla trójkata Reuleaux).
Szerokoscia figuryA w kierunku (k) nazywamy szerokosc najmniejszego pasa zawierajacego
figure A i ograniczonego prostymi (a w przestrzeni trójwymiarowej plaszczyznami)
prostopadlymi do(k) (rys. 10).
Zadanie 11. Kazda figura kompletna o srednicy,l. ma we wszystkich kierunkach te sama
szerokosc A. Dlaczego?
Zadanie 12. Wykazac, ze jezeli domknieta wypukla figura ma stala szerokoscA w kazdym
kierunku, to jest ona kompletna i ma sredniceA.

Dlatego figury kompletne nazywane sa czesto figurami o stalej szerokosci. Zadania 10 i 11
mówia, ze kazda figura kompletna moze byc "toczona" w pasie majac zawsze punkty wspólne
z prostymi lub plaszczyznami ograniczajacymi ten pas (zob. rys. 11) i ze zadne inne wypukle
domkniete figury wlasnosci tej nie maja.

Na zakonczenie trzy trudniejsze zadania.
Zadanie 13. Na kazdej kompletnej plaskiej figurze mozna opisac kolo i wpisac w nia kolo. Kola
te sa wspólsrodkowe, a suma ich promieni równa sie srednicy figury. Ekstremalne wartosci
stosunku tych promieni osiagane sa odpowiednio dla kola i trójkata Reuleaux.
Zadanie 14. Na kazdej przestrzennej figurze kompletnej o srednicyA mozna opisac kule, a takze
wpisac w nia kule. Kule te sa wspólsrodkowe, suma ich promieni wynosiA. Najwiekszy promien

kuli opisanej wynosi -V ~ A.

Zadanie 15. Kazda figure mozna dopelnic (czesto na wiele sposobów) do figury kompletnej nie
zwiekszajac przy tym srednicy.
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