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Geometrie na plaszczyznie afinicznej

PLASZCZYZNA ArlNICZNA

Jezeli na "zwyczajnej" plaszczyznie euklidesowej bedziemy brali pod uwage tylko stosunki
liniowe, to tak okreslona dwuwymiarowa przestrzen bedzie (z definicji)plaszczyzna afiniczna.
Czy warto ja odrózniac od plaszczyzny euklidesowej? Czym sie one róznia? Przede wszystkim
na plaszczyznie afinicznej jest wieksza "swoboC:a ruchów": kazde przeksztalcenie
przeprowadzajace proste na proste (czyliafiniczne) nic w tej plaszczyznie nie zmienia (jest
automorfizmem). Wszystkie takie przeksztalcenia mozna otrzymac przez skladaniepowinowaclw
osiowych. Sa to przeksztalcenia okreslone przez podanie prostej(os), kierunku róznego od kierunku
osi i róznej od zera liczby rzeczywistej(stosunek)w nastepujacy sposób:
Powinowactwo (k, [I], A.) jest (jedynym) przeksztalceniemrp spelniajacym warunki
- proste przechodza na proste,
- jesli A E k, to rp(A) = A,

- jesli A '" k, to prosta Arp(A)ma kierunek [I],
- jesli prosta Arp(A) przecina k w punkcie P, to rp(A)P = A' AP.

Latwo zauwazyc, ze (tw. Talesa) na kazdej prostej przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny jest
podobienstwem. Oczywiscie dla róznych prostych skale tego podobienstwa moga byc rózne (ale
dla prostych równoleglych sa takie same - prawda ?). W szczególnosci warto zapamietac, ze:
Przeksztalcenia afiniczne zachowuja stosunek podzialu odcinka(w szczególnosci srodek).
Analitycznie przeksztalcenia afiniczne to dokladnie wszystkie przeksztalcenia postaci

[x = IY.X+PY+/l

ty = yx+by+1'
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Jesli O jest srodkiem A'I (Bl i B<p(A), to 'I jest

przesunieciem.

Metryka e (sposób mierzenia odleglosci)

jest zgodna z aana struktura liniowa, jesli
spelnia warunek: punkty A, B, C leza na
j(·(Jnej pros/ej wtedy i tylko wtedy, gdy

Q(AB)+Q(BC) = Q(AC) lub Q(BC)+Q(CA) =
= Q(BAl lub Q(CAl + Q(AB) = Q(CBJ.

Plaszczyzna afiniczna z metryka
Minkowskiego nie ma nic (poza autorem)
wspólnego z opisana w innej czesci numeru
plaszczvzna Minkowskiego

Odcinki AB i CD maja te sama dlugosc

Minkowskiego (wyznaczona przez obranie

krzywej el. Konkretnie Qc(AB) ~ Qc(CD) ~ 3.

IIY. PI oj. O." ,)

Na plaszczyznie af(nicznej wielu obiektów nie da sie odróznic - np. elipsy od okregu (bo daja
sie afinicznie nalozyc - prawda ?). Podobnie nie umiemy okreslic np. obrotu. Ale mozemy
wyróznic symetrie srodkowe i przesuniecia (oczywiscie - jest przeciez zachowany srodek) .

PLASZCZYZNY L1NIOWOMFTRYCZNE

Jezeli na plaszczyznie afinicznej podamy jakis sposob mierzenia odleglosci, zgodny z jej struktura
liniowa, to otrzymana w ten sposób plaszczyzna bedzieliniowometryczna.

Pytanie o wskazanie wszystkich mozliwych plaszczyzn liniowometrycznych zostalo rozwiazane
w 1905 roku przez G. Hamela. W mysl tego, co zostalo napisane wyzej stosunki odcinków jednej
prostej sa w kazdej z mozliwych metryk takie same ..Róznych sposobów obrania metryki jest
(jak sie okazalo) nieskonczenie wiele. Tutaj wymienimy dwa sposoby, pochodzace od
H. Minkowskiego iD. Hilberta.

METRYKI MINKOWSKIEGO

Wezmy pod uwage krzywa zamknietai mocno wypukla, to znaczy nie zawierajaca odcinków
i lezaca po jednej stronie kazdej prostej majacej z nia (dokladnie) jeden punkt wspólny. Niech
dodatkowo nasza krzywac ma srodek symetrii O (wlasnosc afiniczna). OdlegloscA i B na
plaszczyznie okreslimy w nastepujacy sposób:
- przesuwamy B o wektor AG i otrzymujemy punkt B',
- znajdujemy punkt P przeciecia krzywejc z pólprosta OB',
- (lc(AB) okreslamy jako stosunekOPdo alf.
Taka metryke nazywamymetryka Minkowskiego.

Geometria liniowometryczna z metryka Minkowskiego - LMM - nazywa sie teorie wszystkich
plaszczyzn powstalych w wyzej opisany·sposób. Dla róznych krzywych otrzymujemy rózne
plaszczyzny. W geometrii LMM jest jednak (mimo ogólnosci) duzo twierdzen. Przytoczymy dwa:
Równolegiobok ma przeciwlegle boki tej samej dlugosci.
Wszystkie okregi sa jednokladne(a wiec jednokladne z krzywac, bo to przeciez okrag

jednostkowy).
Kazdy z Czytelników moze sam znajdowac dalsze twierdzenia.
Szczególny przypadek plaszczyzny LMM, mianowicie gdy krzywa (' jest okregiem, to oczywiscie
(zwyczajna) plaszczyzna euklidesowa. Nic wiec dziwnego, ze kazde z twierdzen geometrii LM M
jest twierdzeniem geometrii euklidesowej. Nje jest jednak na odwrót - sa takie plaszczyzny
LMM, ze dla niektórych prostych na nich nie istnieje symetria osiowa (np. gdy krzywa (' jest
taka jak na rysunku - prosze sprawdzic).
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Plaszczyzna afiniczna /. metryka Hilherta nic

mu nic (pOLi.! autorem) wspólnego ze znana

skadinad pucstucniq Hilhcrt<l.

(hkinki AB i CD maj;, t~ sam:1 dlugo"

Ililhcrta (\\'~..7nao()Jl;! 1)r7CZ obranie krzywej c).

METRYKI HJLBERTA

Znów wezmy pod uwage krzywa zamknieta i mocno wypukla c. Nie bedziemy tym razem
zadali, by miala ona srodek symetrii, ale tez podana nizej metry(--,aHilberta nie bedzie okreslona
dla calej plaszczyzny, a tylko dla wnetrza obranej krzywej. Robi sie to tak:
- znajdujemy punkty Pi Q przeciecia prostejAB z krzywa c,
- ~najdujemy iloraz stosunku podzialu odcinkaPQ punktem A przez stosunek podzialu
odcinka PQ punktem B,

- Il(AB) okreslamy jako wartosc bezwzgledna logarytmu tego ilorazu.
W ten sposób mozemy zmetryzowac dowolna mocno wypukla i ograniczona figure na
plaszczyznie afinicznej.
Geometria liniowometryczna z metryka Hilberta - LM H - nazywa sie teorie wszystkich tak
otrzymanych obiektów (plaszczyzn LM H). Plaszczyzn LMH jes t wiele i sa bardzo rózne. Kazdy
z Czytelników moze spróbowac poszukac twierdzen geometrii LM H. Wszystkie te twierdzenia
beda twierdzeniami geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, bo gdy krzywac jest okregiem, to
plaszczyzna LM H okazuje sie (zwyczajna) plaszczyzna Bolyai-Lobaczewskiego.

KO~ K \..;RS - buduiemy symetrograf

Wszyscy znamy prosty przyrzad kreslarski zwany pantografem. Sklada sie on z czterech listewek

polaczonych przegubowo tak, jak to pokazuje rysunek. Gdy punkt O unieruchomimy,
punkt A' bedzie w kazdym polozeniu pantografu obrazem punktuA przy pewnej jednokladnosci
(u nas w skali 2) wzgledem punktu O. Zmieniajac polozenie listewek tak, jak to pokazuje
nastepny rysunek, mozemy latwo uzyskac inne skale jednokladnosci. Przyrzad nasz umozliwia
wiec latwe przerysowywanie danego rysunku w dowolnej skali.

AB ~ B'C ~ BC = AB' = OB = A'[j'

i A'B'C sa wspólliniowe. StadABIIB'C,
-j:OBA = -j:OCA' i c,OBA - c,OCA'.
Wobec tegQOAA' sa wspólliniowI;:
DA': OA = OC: OB = 2.

Errata
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Sawonia • ,O iteracji przejsc gramcznych"

podalismy nieprawdzl ••••.e twierdLeni~.
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"' pewnym otoczeniu punktu x, to pochodna
00

sumy szereh,U L fn(x) istnieje i jest suma
II -o

pochodnych skladników.

Przepras7amy dr Sawonill i naszych
Czytelników.

OA.4' sa wspólliniowe i OA': OA = OC: OB = A'C: B'C.

Pora na zadanie konkursowe: proponujemy Wam, Czytelnicy, zastanowienie sie nad budowa
symelrogra[u, czyli takiego mechanizmu przegubowego, który przy unieruchomieniu jednego lub
wiecej punktów i przesuwaniu ustalonego punktu po danej figurze rysuje innym punktem jej
obraz przy symetrii wzgledem danej prostej. Przyrzad nie moze zawierac polaczen innych, niz
przegubowe, w szczególnosci wykluczamy polaczenia suwakowe.
To ostatnie zastrzezenie jest uzasadnione tym, ze o ile dostatecznie precyzyjne polaczenie
przegubowe mozna uzyskac laczac listwy zwyklym gwozdziem, o tyle wykonanie suwaka
(prostowodu) jest juz trudnym zadaniem mechanicznym.
Praca konkursowa powinna zawierac projekt symetrografu z dowodem poprawnosci jego
dzialania oraz dzialajacy model urzadzenia. Obie czesci pracy beda oceniane oddzielnie.
Nie proponujemy zadania nierozwiazalnego. Redakcja zna symetrograf skladajacy sie z 18
listewek. Czy mozna go uproscic - to juz zechca nam powiedziec uczestnicy konkursu.
Prace konkursowe oceniac bedzie jury w skladzie
I. dr Jerzy Bednarczuk
2. dr Marek Kordos

3. dr Krzysztof Prazmowski

Termin nadeslania prac: l marca 1982 roku.
Za najlepsze prace przyznane beda nagrody. Najlepsza konstrukcje opiszemy w "Delcie".
Zachecamy do wziecia udzialu w konkursie.
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