
Kiedy na czworokacie mozna opisac okrag?

Wtedy i tylko wtedy, gdy suma przeciwleglych kaiów tego czwo;okata jest katem
o rozwartosci 180°.

. Rozwiazanie zadania M 302

Stawiajac na kazdym z prostokatów

pokry~jacych kolo prostopadloscian a X l x I

pokrylibysmy prostopadloscianami sfer~
o srednicy l stojaca na plaszczyznie nad
srodkiem kola. Zauwazmy jednak, ze
prostopadloscian o grubosci a wycina ze sfery
zbiór zawarty w pewnym pasie (lub wycinku)

o wysokosci a, a wiec o powierzchni nie
wiekszej niz an. Wynika stad, ze do pokrycia

sfery potrzeba co najmniej [a11n] + 1 = k
prostopadloscianów. a wiec do pokrycia kola
potrzeba k prostokatów. Ukladajac k

prostokatów obok siebie tak, by pokryly
prostokat ka x l zauwazymy, zek prostokatów

wystarcza do pokrycia kola.
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Rys. 6. Punkty A', B', C' sa wspólliniowe.

Przechodzaca przez nie prosta nazywa sie
linia Slmsona -Obiegunie P.

Rys. 7

Rys.8

Szczególny przypadek zadania, o którym

piszemy obok. Czy .zaznaczone kolorem
dwa trójlfaty spodkowe maja takie-same pole?

Znane. Latwe. Nie bedziemy dowodzic. Bedziemy za to z tego korzystac.
Niech punkt P lezy na okregu opisanym na trójkacieABC, a niech C,A i B beda
rzutami prostokatnymi tego punktu na prosteAB, BC, CA (rys. 6). Wykazemy, ze
punkty A, B; C sa wspólliniowe~ Tu niezbednych bedzie kilka niewielkich rachunków
na katach. Poniewaz na kazdym z czworokatówA CP B i AB' PC' mozna opisac
okrag, wiec ~CPB == ~B'PC' (obydwa dopelniaja kat~CAB do pólpelnego).
Stad ~CPB'== ~BPC'. Jednoczesnie ~CPB' == ~CA'B', bo na czworokacie
CPA'B' mozna opisac okrag, i~BPC' == ~BA'C', bo na czworokacie BA'PC'
mozna opisac okrag (rys. 7). Z trzech ostatnich przystawan otrzymujemy:
~CA'B' == ~BA'C', a to daje nam:

Wniosek 3

Punkty A', B', C' sa wspólliniowe. Odwracajac powyzsze rozumowariie
otrzymujemy natychmiast:

Wniosek 4

Jesli rzuty prostokatne punktuP na proste AB, BC, CA sa wspólliniowe, to na
czworokacie ABPC mozna opisac okrag.

Jesli teraz spojrzymy naWniosek 2 i Wniosek 4, to ... zobaczymy, ze nasze
zadanie o paraboli rozwiazalo sie samo. Jesli ktos nie lubi, gdy mu sie zadania
same rozwiazuja, proponujemy prz.eprowadzenie dowodu nastepujacego faktu:
Jezeli punkt P nalezy do okregu opisanego na trójkacieABC, a trójkaty AIPA2'
Bl PB2, CI PC2 sa parami podobne (patrz rys. 8), to punkty Al' BI" CI sa
wspólliniowe (A2, B2' C2 zreszta takze). Dowód w numerie.
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Zadania, których nie umiemy rozwiazac

Niech punkty A', B', C' beda rzutami prostokatnymi ·punktuP na proste
wyznaczone przez boki trójkataABC. Trójkat A'B'C' nazywac bedziemy
trójkatem spadkowym punktu Pw trójkacie ABC. Jesli punkt P nalezy do okregu
opisanego na trójkacieABC, to jego trójkat spodkowy jest trójka punktów
wspólliniowych (rys. 6 przy artykule "Latwe zadanie o paraboli"). I odwrotnie -
jesli trójkat spodkowY punktu P jest trójka punktów wspólliniowych, to punktP
nalezy do okregu opisanego na trójkacieABC.

Twierdzenie to mozna równiez sformulowac w nastepujacy, równowazny sposób:
Punkt P nalezy do okregu opisanego na trójkacieABC wtedy i tylko wtedy,
gdy pole trójkata spodkowego tego punktu równe jest zero. Dowód tego
twierdzenia mozna znalezc na przyklad we wspomnianym artykule "Latwe
zadanie o paraboli" w tym numerzeDelty. Jesli ktos spróbuje dowiesc go
samodzielnie, bedzie to dobra rozgrzewka przed przystapieniem do rozwiazania
zadania, z którym my nie umiemy sobie poradzic:

Znalezc zbiór punktów, dla których trójkaty spodkowe w danym trójkacieABC
maja dane (niekonieCZnie zerowe) polea.
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