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Na tak wzbogaconej plaszczyznie (zwanej plaszczyzna rzutowa) kazde dwie proste przecinaja
sie, parabola i hiperbola staja sie krzywymi zamknietymi, ale ... nie wnikajmy az w takie
szczególy. Przetlumaczmy nasze zdanie odnoszace sie do plaszczyzny rzutowej na jezyk zwyklej
plaszczyzny: "Polaczyc punkts z punktem niewlasciwym jakiejs prostejL" oznacza
"poprowadzic przezs prosta równolegla doL".

Okresle teraz kolineacje osiowa plaszczyzny rzutowej. Niech bedzie d'ana prostaK (os kolineacji)

i punkt s (srodek kolineacji) poza nia. Przyjmijmy jeszcze dwa punktya, a' takie, zes lezy na
prostej aa' (a '# s '# a' i a rt K i a' rt K).

Polozenie x' - obrazu punktu x plaszczyzny - okreslone jest dwoma warunkami:

l) Punkty s, x, x' maja byc wspólliniowe;

2) Kazda prosta (np.ax) i jej obraz (a'x') przecinaja sie na prostejK.

Rys.4

Spójrzmy na rysunek 3. Pokazano tam przede WS7.ys.tkim,jak znalezc obraz zadanego punktux.
Punktu x' szukamy na prostejsx (bo s, x, x' maja byc wspólliniowe) i jednoczesnie na prostej

ba' (gdzie b jest punktem, w ktÓrym prostaax przecina o~ kolineacji).

Ale to nie wszystko. Polaczmy punkts z punktem niewlasciwym (CCO) prostej ax (czyli

wykreslamy przezs równolegla do ax). Jako obraz punktu niewlasciwego otrzymamy ... punkt
c'. I to nie przypadek. Latwo sprawdzic, ze obrazemdowolnego punktu niewlasciwego (prócz
dco na K) jest tu punkt wlasciwy. 'Malo tego. Obrazy wszystkich punktów niewlasciwych plaszczyzny
leza na jednej prostej (zwanej prosta graniczna), równoleglej do osiK.

Teraz juz chyba latwo ,90strzec, ze kolineacja osiowamozr przeprowadzic dowolna stozkowa
na elipse (wszystkie punkty wlasciwe), a nawet na okrag. Dokonajmy tego np. dla paraboli
zadanej równaniemx2 -4y = O. Wierzcholll-iem tej paraboli jestp(O, O), jej osia os Y ukladu
wspólrzednych, a skoro dlax = 2 jest y = I, to punkt a(2, l) nalezy do tej paraboli. I to nam
wystarczy.

Przyjmijmy okrag O o srodkuq styczny do osiX jako ten, na który ma przejsc parabola (rys. 4).
Os X niech bedzie osia kolineacji, a prosta G równolegla doX i styczna do O - prosta
graniczna· ObrazempunktubCO paraboli jest tu punktb' na G. Znajdzmy jeszcze obraz punktua:
polaczmy a z b linia prosta (czyli poprowadzmy przeza równolegla do Y) przecinajaca osX
w punkcie c;cb' przecina okrag w szukanym punkciea'. Srodek kolineacji uzyskamy jako punkt
s przeciecia prostychbcob' i aa'.

**
Gdyby nam teraz polecono znalezc punkty wspólne paraboli zadanej (ale nie narysowanej; bo jak?)
z jakas prosta, znalezlibysmy obraz prostej przy tej \kolineacji osiowej, wykonalibysmy
konstrukcje na okregu i prostej i ... wrócilibysmy na "prosta i parabole. Na rysunku 4

rozwiazalem konstrukcyjnie inne zadanie: Przez dany punkta 'poprowadzic do naszej paraboli
styczlla. ,Gdy ma sie juz skonstruowany okrag, bedacy ,obrazem paraboli przy Okreslonej kolineacji,
rozwiazanie sprowadza sie do wykresleniaL' stycznej do okregu w punkciea' (obraz punktu a)
i znalezienia jej przeciwobrazu -L.**~t
Gra

D

D
D
I I

W, starym belgijskim czasopismie "Math-Jeunes"
znalezlismy jeszcze jednego protoplaste kostki Rubika.
W prostokacie 4 x 5 jest 10 zetonów ulozonych jak na
rysunku z lewej. Celem gry jest przemieszczenie duzego
kwadratu 2 x 2 w polozenie jak na rysunku z prawej,
przez przesuwanie prostokatnych zetonów poziomo
i pionowo. Wedlug "Math-Jeunes" wymaga to
ponad 100 posuniec.

Mozna oczywiscie wybrac sobie inne docelowe polozenie
kolorowego kwadratu. Czy kazde?

A oto bardziej skomplikowane pytanie. Czy mozna

w naszej ukladance przestawic dowolne dwa np.
kwadraciki 1 x 1 (albo: dwa dolne poziome
prostokaty) nie zmieniajac polozenia pozostalych
klocków? Nie wiemy.
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Jak w nocy zmierzyc odleglosc Slonca?

Dr TomaszKWAST

- paralaksa Slonca, jak sie okazalo, jest katem tak malym, ze bezposredni pomiar móglby byc
obarczony sporym bledem,

- Slonce nagrzewajac atmosfere po\\(.oduje takie jej falowanie, ze precyzyjny pomiar kata jest
niemozliwy,

Wracajac do Slonca widzimy wobec tego, ze trzeba zaobserwowac jego polozenie (np. krawedzi
czy malej plamy) z dwóch miejsc na Ziemi i tak otrzymac jego paralakse dzienna, a co za tym
idzie odleglosc. Niestety, przeszkody sa nastepujace:

~
- w dzien nie widac tla gwiazd.

Takie wyznaczanie odleglosci praktykuje sie w dwóch wariantach. Pomiary odleglosci cial
Ukladu Slonecznego' wykonuje sie z uzyciem ziemskiego promienia jako bazy - katp nazywa
sie wtedy paralaksa dzienna obiektu. Nazywa sie tak, poniewaz fikcyjny obserwator ma w zasadzie

mozliwosc zmiany polozenia zA do B wskutek dziennego obrotu Ziemi. Odleglosci gwiazd
wyznacza sie analogicznie, z tym ze baza jest promien okoloslonecznej orbity Ziemi. Katp nazywa
sie wtedy paralaksa roczna, gdyz obserwator przenosi sie zA/do B wykorzystujac ruch roczny
Ziemi.

Triangulacja jest powszechnie stosowana metoda mierzenia rozmiarów i ksztaltu Ziemi. Jest to

metoda elegancka dzieki swej prostocie, a zarazem dostatecznie dokladna na potrzeby
wspólczesnej nauki. Cos w rodzaju triangulacji stosuje sie tez w astronomii w celu wyznaczania
odleglosci cial niebieskich. Jej idea polega na zaobserwowaniu polozenia interesujacego nas
obiektu na tle gwiazd (uwazanych za nieskonczenie dalekie) z dwóch dostatecznie odleglych
punktów przestrzeni. W przypadku Ziemi najbardziej odlegle obserwatoria moga lezec na
przeciwnych koncachA i B srednicy Ziemi (patrz rysunek), nie jest to jednak konieczne.
Obserw~torzy moga znajdowac sie w dosc dowolnych punktachA' i B' i z nich obserwowac

obiekt G, gdyz znajac kierunki ku niemu z dwóch dowolnych punktów obserwacji oraz "baze"
AO = R mozna zawsze obliczyc katp zwany paralaksa obiektu, pod jakim byloby z niego widac
te baze· Obliczenie odlegloscir nie stanowi wtedy zadnego problemu.

B

G

A

~

Wybrnac z tej, zdawaloby sie, beznadziejnej sytuacji pomogla sama przyroda. Otóz od dawna

obserwuje sie systematycznie szereg planetoid, tak ze ich orbity sa znane z wysoka dokladnoscia.
Przez znajomosc orbity rozumiemy to, ze dla kazdego momentu czasu mozemy obliczyc
odleglosc planetoidy od Ziemi w jednostkach sredniej odleglosci Ziemi od Slonca. Ta srednia
odleglosc jest zwana jednostka astronomiczna (l j.a.). Innymi slowy, mechanika nieba

zapewnia nam dobra znajomosc stosunków odleglosci planetoidy i Slonca od Ziemi w kazdym
momencie czasu. Dzieki temu wykonujemy bezposredni pomiar odleglosci planetoidy, a nie Slonca.
Jest to mozliwe i nietrudne, jako ze robi sie to w nocy, gdy widac gwiazdy i atmosfera jest
spokojniejsza, a sama planetoida jest obiektem punktowym, przez co pomiar jest latwy
technicznie. Co wiecej, przyroda jeszcze bardziej sprawe ulatwia. Mianowicie jest kilka planetoid,
które zblizaja sie czasem do Ziemi bardziej niz naI j.a., a zatem ich mierzona paralaksa dzienna
jest wtedy katem stosunkowo duzym. W naj korzystniejszej sytuacji bywa Eros (nr katalogowy
433), którego orbita jest niewiele obszerniejsza od ziemskiej (wielka pólos wynosi 1,458 j.a.),
zas mocno wydluzona (tpimosród wynosi 0,223). Dzieki temu Eros moze sie zblizyc do Ziemi
na odleglosc zaledwie 0,1.-5j.a. Jego paralaksa dzienna wynosi wtedy ok.I', co jest doskonale
mierzalne. Znajac stosunek odleglosci Erosa i Slonca w chwili obserwacji i rozmiary Ziemi(R)
obliczenie odlegloscir Slonca w kilometrach jest juz fraszka.
Na szeroka skale zakrojona akcja obserwacyjna odbyla sie juz w 1931 L, kiedy polozenie Erosa
na tle gwiazd zaobserwowaly 24 obserwatoria. Uzyskane wtedy wyniki niewiele róznia sie od
uznawanych obecnie. Za paralakse Slonca przyjmuje sie teraz p= 8'.'794 = 4,263' lO-s rad.
Poniewaz promien (równikowy) Ziemi wynosiR = 6378 km, to na odleglosc srednia Slonca
otrzymujemy r = 149,6 mln km. Jest to jedna z podstawowych stalych astronomicznych.
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Parametr a jest równy wartosci oczekiwanejE(X) i równy jest takze wariancjiD2(X).

a>O, k=O,I,2, ....

n-l
L (nx)k

k=O k!
lim

n-+w

(i:. Xi-nik )
P _,=_, __ < X -+ _l_

I ayn y2n

PotrzehQe bedzie jeszczeCentralne Twierdzenie Graniczne Lindeberga-Levy'ego:

jezeli niezalezne zmienne losowe Xi maja ten sam rozkladi Ik = E(Xi), a2 = D2(Xi), i = 1, 2, ... ,
to

"Wyskoczyla" ona w dosc naturalny sposób w modelu przeplywu, w którym uwzglednione sa
zbiorniki. Jesli mianowicie strumien np. listów przeplywa przez "zbiornik" - poczteZ, to
strumien Y u adresatów ma nieco inne parametry niz "wejsciowy"X. Zakladajac np. ze opóznieni(

przesylki jest proporcjonalne do zasobu listów w drodze, otrzymujemy dosc prosto równanie
przeplywu.
Proporcjonalnosc opóznienia przesylki do wielkosci zasobu sugeruje naturalny pomysl: zastapic

"opózniacz" Z przez ~ilka niezaleznych mniejszych:Z l, ... Zn. Wspomniana granica pojawia sie
przy badaniu rozkladu granicznego(n -> co). Nie o tym jednak chcemy napisac, a o tym, jak
mozna obliczyc (i faktycznie tak obliczylismy) te granice. Metode rozwiazania problemu podal
docent Stanislaw Kwapien z Uniwersytetu Warszawskiego.
Przypomnijmy sobie najpierw rozklad Poissona. To taki rozklad, w którym

W jednym z instytutów PAN w trakcie badan nad teoria masowej obslugi (specjalisci od tej
teorii nie lubia, gdy nazywac ich fachowcami od kolejek) pojawilo sie zadanie: czemu jest równa

granica

PROBABILISTYKA W ANALIZIE

jednostajnie wzgledem xE ( - co, + co). Prawa strona jest dystrybuanta zmiennej losowej
o rozkladzie normalnym z wartoscia oczekiwanaO i wariancja l.

Niech terazX" X2, ••• beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie Poissona

z parametrem równymx. Mamy wiec E(X;) = D2(Xi) = x dla wszystkich i = 1,2, ....
Wprowadzmy zmienne losowe

y" = Xo+X[ + ... +Xr._l'

Maja one tez rozklady Poissona(suma niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach Poissana

o parametrach ai b ma rozklad Poissona o parametrze a+b),E(Y,,) = nx = D2(y"). Wtedy

< n(l-x))ynx .

Poniewaz jednak, jak latwo wyliczyc

n(l-x) rco

dlax <
lim ---= O

dlax=
n-+w y nx _ co

dlax> I,

to Centralne Twierdzenie Graniczne daje n-l~ (nx)k

- E/2

gdyx < l.ó..-J k!
k=Olim gdyx=l

n_oo

e'"
gdy

x> l.
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