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Wszyscy wiemy, ze kwadratura kola jest niewykonalna. Nawet w jezyku potocznym uzywamy
tego terminu na oznaczenie czegos, co juz teoretycznie jest niemozliwe. Na pytanie: czemu
kwadratura kola jest niewykonalna, p:tda przewaznie odpowiedz w rodzaju "a, bo matematycy
udowodnili". Tak odpowiadaja nawet fachowcy - sadzimy, ze ilosc m~tem~tyków, którzy
kiedykolwiek przeczytali dowód niealgebraicznosci liczbyn (a wiec dowód niemoznosci
kwadratury kola) waha sie okolo 1 procenta.
Zamieszczony ponizej artykul opowiada o tym dowodzie. Wlasciwie nawet podaje go zupelnie
dokladnie. Dowód wykorzystuje kilka pojec z matematyki tzw. wyzszej (funkcje holomorficzne,
troche teorii Galois). Od razu kazdy zapyta: czy nie mozna prosciej? Odpowiedz nie jest
jednoznaczna. Sa, owszem, dowody "bardziej elementarne" - to znaczy nie wykorzystujace az
tylu nowych pojec i twierdzen. Czy sa to dowody "prostsze", to juz rzecz gustu. Czy prosciej
jest wykopac rów lopata, czy koparka?I jeszcze jedna mysl. Postep w matematyce polega nie
tylko na przekazywaniu do skarbca wiedzy nowych twierdzen. Równie wazne jest pokazywanie,
jak nowe na ogól bardzo abstrakcyjne teorie stosuja sie do naszych starych spraw. Elektronika
tez powinna nam ulatwic zycie, a nie tylko umozliwiac rozwój techniki telewizyjnej.

Sto lat dla ludolfiny

Doc. dr Maciej SKWARCZYNSKI

Niemal dokladnie sto lat temu, w dniu 26 listopada 1882 na
uniwersytecie we Fryburgu odbyl sie wyklad Ferdynanda
Lindemanna przedstawiajacy dowód, zeWen) ot- O dla kazdego
wielomianu

(1) W(z) = z"+C,,_lZn-l+ ... C1Z+CO

o wspólczynnikach wymiernych. Tym samym rozstrzygniety
zostal ostatecznie aktualny od ponad dwóch tysiecy lat problem
geometryczny. W jawnej postaci pojawil sie on w starozytnej
Grecji. Nalezalo 'wykorzystujac jedynie cyrkiel i linijke
skonstruowac bok kwadratu, tak aby pole tego kwadratu bylo
równe polu kola o danym promieniu. (W przypadku kola

o promieniu 1 nalezy skonstruowac odcinek o dlugosciyn).
Poszukiwana konstrukcja (kwadratura kola) ma nadawac sie do
teoretycznego uzasadnienia, a wiec nie bierzemy pod uwage
rozwiazan wystarczajacych do zastosowan praktycznych, ale
obarczonych bledem. Przykladem takiego przyblizonego
rozwiazania jest rezultat Ludolfa van Ceulena z 1610 r,
zawierajacy 32 poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego
liczby n (na jego czesc liczba ta zostala nazwana ludolfina).
Matematykom starozytnym nie udalo sie znalezc
kwadratury kola. Dzis, dzieki Lindemannowi, wiemy, ze
znalezc jej nie mozna. W artykule przedstawimy idee, na
których opiera sie wspólczesny dowód twierdzenia Lindemanna.

§ l. Ciala liczbowe

Na poczatku szesnastego wieku Scipio deI Ferro znalazl ogólny
wzór wyrazajacy pierwiastki wielomianu stopnia trzeciego przez
wspólczynniki tego wielomianu. Zwrócilo to uwage
matematyków na liczby zespolone i ich arytmetyke. Podjeto
równiez starania, aby znalezc wzory wyrazajace pierwiastki
wielomianów wyzszych stopni. Badania te doprowadzily do
wspólczesnej teorii cial (systemów algebraicznych, w których
wykonalne sa cztery podstawowe operacje arytmetyczne:
dodawanie, mnozenie, odejmowa.nie i dzielenie przez element
rózny od zera). Bardzo waznym przykladem jest cialoQ
wszystkich liczb wymiernych, oraz cialo C wszystkich liczb
zespolonych. Znaczenie ciala C wiaze sie z tzw. zasadniczym
twierdzeniem algebry, które mówi, ze kazdy unormowany
wielomian W(z) stopnia n o wspólczynnikach w ciele C ma
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przedstawienie

W(z) = (z-a,)m1(Z-a2)m2 ... (Z-ak)mk, mI + ... +mk = 11,

gdzie aj, j = 1,2, ... k, sa wszystkimi róznymi zespolonymi

pierwiastkami rozpatrywanego wielomianu. Liczbamj nazywa sie
krotnoscia pierwiastkaaj, Nietrudno zauwazyc, zemj ;;. 2
wtedy, gdy z-aj wystepuje jako czynnik zarówno w wielomianie
W(z), jak tez w pochodnej W'(z). Wielomian, który ma
wylacznie pierwiastki jednokrotne, nazywa sie wielomianem
rozdzielczym.

Liczby zespolone mozna klasyfikowac wedlug wlasnosci
wielomianów, dla których liczby te sa pierwiastkami.
Mó",imy, ze liczba a E C jest algebraiczna, jesli istnieje
wielomian o wspólczynnikach wymiernych, któregoa jest
pierwiastkiem (twierdzenie Lindemanna powiada, zen nie jest
liczba algebraiczna). Mozna wykazac, ze pierwiastkami
wielomianu o wspólczynnikach algebraicznych sa wylacznie
liczby algebraiczne. ZbiórA wszystkich liczb algebraicznych

Cialo liczbowe nazywamy algebraicznie domknietym, jezeli kazdy wielomian
o wspólczynnikach w tym cielei nie bedacy stala ma w tym ciele
pierwiastek. Na przyklad cialo liczb rzeczywistych nie jest algebraicznie
domkniete, bo wielomian x2 + 1 nie ma pierwiastków rzeczywistych.
Twierdzenie orzekajace, ze cialo wszystkich liczb zespolonych jest algebraicznie
domkniete, bywa nazywane zasadniczym twierdzeniem algebry.

tworzy cialo, jest ono algebraicznie domkniete. W obecnym
artykule bedziemy rozpatrywac wylacznie ciala, które, tak jak
cialo A, zawieraja cialoQ liczb wymiernych i zawieraja sie
w ciele C liczb zespolonych. Bedziemy mówic, ze cialo E jest
rozszerzeniem ciala F, jesliF c E. Wówczas E mozna
rozpatrywac jako przestrzen wektorowa (liniowa) nad cialem
F (elementy przestrzeni E - wektory - mozna mnozyc przez
liczby z ciala F). Wymiar tej przestrzeni nazywa sie stopniem
rozpatrywanego rozszerzenia i jest oznaczany symbolem [E: F].
Mówimy, ze rozszerzenie jest skonczone, jesli jego stopien jest
skonczony.

Waznym przykladem jest rozszerzenie pojedyncze E= F(a),
gdzie a jest ustalona liczba algebraiczna. Jest to czesc wspólna
wszystkich cial zawartych w C i zawierajacych zbiórF u {a}.

Cialo to mozna opisac dokladniej. PoniewazF eJ Q, wiJ<cistnieja
wielomiany unormowane (tzn. o wspólczynniku przy najwyzszej
potedze równym I) o wspólczynnikach zF, dla których a jest

pierwiastkiem. Mozna :-vykazac, ze wsród tych wielomianów
istnieje dokladnie jeden o naj mniejszym stopniu, Nazywa sie on
wielomianem minimalnym liczbya (nad Fl. Niech Q bedzie
tym wielomianem; zalózmy, ze stopienQ wynosi m. Niech
Uj E F(j = O, l, ... , m-l) beda wspólczynnikami tego



wielomianu. Stwierdzamy, ze

Q(a) = a'"+u,"_la,"-I+ ... ula+uo = O

a wiec w przestrzeni E elementa'" jest liniowo zalezny od
elementów l,a ... , a,"-I. Nietrudno stad wywnioskowac, ze
elementy l,a ... a,"-I rozpinaja przestrzen E. Sa one liniowo
niezalezne, bo z okresleniaQ wynika, zea nie jest
pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspólczynnikach w ciele
F i stopniu mniejszym nizm. Tak wiec [F(a): F] = m i F(a)
jest rozszerzeniem skonczonym.

Podamy przyklad ilustrujacy ~prowadzane pojecia. Niecha = Y3.Wtedy

cialo Q(y3) sklada sie z liczb poslacip+qV3, gdzie p,qsa liczbami
wymiernymi. Poniewaz kazda takaIiczbe mozemy oczywiscie przedstawic

jako p' l +q' V3, wiec wymiar [Q(y3): Ql wynosi 2, a baze stanowia

liczby l, Y3.Podobnie mozna sprawdzic, ze dlaa = 'Y2, mamy Q('y2) =
= {x: x = p+a'v'2+r'01; p, q,r E Q}, tj. [Q('v'2): Ql = 3.

Zwrócmy uwage na pewna wlasnosc wielomianu minimalnego
liczby a(nad F) (skorzystamy z niej pózniej): wielomian ten nie
jest rozkladalny nad F (tzn. nie jest iloczynem dwu wielomianów
nizszych stopni dodatnich), bo w przeciwnym przypadku
liczba a bylaby pierwiastkiem wielomianu nizszego stopnia.
Z drugiej strony oba wielomianyQ(z) i Q'(z) maja
wspólczynniki nalezace do ciala F i te sama wlasnosc ma
najwiekszy wspólny dzielnik tych wielomianów (obliczamy go
algorytmem Euklidesa, a wiec jego wspólczynniki naleza do
ciala zawierajacego wspólczynniki obu wielomianówQ(z) i Q'(z).

Pojecie pochodnej dla funkcji zmiennej zespolonej jednej zmiennej okreslamy

formalnie takim samym wzorem jak funkcji rzeczywistych

/(zo) = Iim I/(z} - /(zo}1
Z-Zo Iz-zol

Dla wielomianów zmiennej zespolonej pochodna wyraza sie wiec podobnym

wzorem, jak dla wielomianów rzeczywistych: (zz)'= 2z, (z')' = 3zz, itd.

Ten dzielnik ma stopien niewiekszy niz stopienQ'(z), a wiec musi
byc wielomianem stalym, bo wielomianQ(z) nie jest
rozkladalny. ZatemQ(z) i Q'(z) nie maja wspólnego czynnika
liniowego. W konsekwencji wszystkie zespolone pierwiastkiQ(z)

sa jednokrotne. Jest to zatem wielomian rozdzielczy majacy
In róznych pierwiastków.

Mozna udowodnic, ze jesli FI jest skonczonym rozszerzeniem
Fa, oraz Fz jest skonczonym rozszerzeniem FI, to Fz jest
skonczonym rozszerzeniem Fo. Co wiecej

[Fz:Fo] = [Fz: Ftl[FI: Fa].

'Wynika stad, ze rozszerzenie E= F(a I, az, ... , aq) okreslone

jako czesc wspólna cial zawierajacych zbiór Fu {al, ... , a.}
jest skonczone. W samej rzeczy, cialo to mozna otrzymac
w wyniku q kolejnych rozszerzen, z których kazde ma stopien
skonczony.
Mówiac dokladniej E= Fq, gdzie

FI = F(a.), Fz = FI(az), ... , Fq = Fq_l(aq)

§ 2. Metody algebraiczne w geometrii

To, ze wychodzac z liczb algebraicznych mozna skonstruowac tylko liczby

algebraiczne, mozna zrozumiec: cyrklem rysujemy tylko okregi, linijka - proste.

Sa to zbiory algebraiczne (stopnia 2 i stopnia l). W przecieciu tych linii pojawic

sie moga wiec tylko liczby algebraiczne (nie dowolne zreszta).

Istotne znaczenie dla problemu kwadratury kola miala
pochodzaca od Rene Descartesa metoda badan oparta
o wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosc miedzy punktami
a ich wspólrzednymi. Dzielo Descartesa "Geometrie" ogloszone
w 1637 r. jako dodatek do slynnej "Discours de la Methode"
wykazalo, ze algebra moze byc przydatnym narzedziem przy
analizowaniu problemów geometrycznych. Dzisiaj przy pomocy
geometrii analitycznej wykazuje sie stosunkowo latwo, ze
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wychodzac od punktów plaszczyzny, które maja wspólrzedne
algebraiczne i wykorzystujac jedynie cyrkiel i linijke mozna
w sposób systematyczny konstruowac jedynie punkty, których
wspólrzedne sa liczbami algebraicznymi. Jesli kwadratura kola
bylaby mozliwa, ton jako kwadrat liczby algebraicznej bylaby
liczba algebraiczna, wbrew twierdzeniu Lindemanna. Zatem
kwadratura kola nie jest mozliwa.

§ 3. Tozsamosc Eulera

Dluga droga wiodaca do wyjasnienia natury liczbyn zaczyna
sie od Leonarda Eulera. W ksiazce z 1748 r "lntroductio in
analysin infinitorum" wykazal on, ze funkcja wykladnicza
okreslona w ciele C liczb zespolonych zwiazana jest z funkcjami
trygonometrycznymi tozsamoscia

eHl' = eX(cosy+isiny), x+iy EC.

Dla x = O i y = n otrzymujemy zdumiewajaco prosta zaleznosc
miedzy liczba e (podstawa logarytmów naturalnych) a liczban
(2) ei"+1 = O

(Warto wspomniec, ze wspólczesne oznaczenie ludolfiny przez

grecka literen pochodzi wlasnie od Eulera).

Wzór Eulera bywa nazywany twierdzeniem o pieciu liczbach. Wystepuje w nim

piec najwazniejszych liczb: zero, jeden, e,n oraz i.

Liczby i oraz - l sa algebraiczne. Z równosci (2) wynika wiec,
ze twierdzenie Lindemanna jest bezposrednia konsekwencja
nieco mocniejszego rezultatu, znanego jako

Twierdzenie Hermite'a-Lindemanna. Jesli liczba zespolona a#- O

jest algebraiczna, to liczbaeO nie jest algebraiczna.
Zobaczymy dalej, ze twierdzenie Hermite'a-Lindemanna daje sie
wykazac przez sprowadzenie do sprzecznosci. W tym celu nalezy
zbadac konsekwencje zalozenia, ze obie liczbya oraz eOsa
algebraiczne. Jedna z konsekwencji tego zalozenia jest istnienie
skonczonego rozszerzeniaQ(a, eO)ciala Q. Nalezy wiec zbadac
to rozszerzenie. Przedtem jednak w dwu nastepnych punktach
zajmiemy sie ogólnymi wlasnosciami rozszerzen postaci
F(al, a2, ... ,aq) ciala F.

§ 4. Twierdzenie Abela o elemencie pierwotnym

RozszerzenieF(a., az, ... , aq) mozna przedstawic jako
rozszerzenie pojedyncze. Ma bowiem miejsce

Twierdzenie Abela.Jezeli liczby al, a2,... , aq sa algebraiczne,

to istnieje liczba algebraiczna a taka, ze

(3) F(al, a2, ... ,aq) = F(a).

Liczba a o powyzszej wlasnosci nazywa sie elementem
pierwotnym cialaF(a I, a2, ... , aq).

Mamy na przyklad Q (Y2, y3) = Q(Y2+ y'J). Istotnie, mamy

Q(v'2+V3) < Q(V2, 1"3),bo

Y2 = (v'2+V3V:9(Y2+v'3) y3 = (Y2+V3)3=~I(Y2+y3)
Zawieranie przeciwne jest oczywiste.



§ 5. Monomorfizmy i ich przedluzenia

Glebsze wnikniecie w strukture rozszerzen skonczonych stalo sie
mozliwe po roku 1830, kiedy to genialny Ewaryst Galois odkryl,
ze system algebraiczny mozna badac analizujac
róznowartosciowe odwzorowania systemu zachowujace dzialania.
Postepowanie to jest analogiczne do badania figury geometrycznej
poprzez analize tych odwzorowan figury, które zachowuja
odleglosci miedzy punktami. W naszych rozwazaniach podstawowa
role beda odgrywac monomorfizmy ciala F w cialo C, to znaczy
takie róznowartosciowe" odwzorowania!J7: F -> C, ze

!J7(Z1 +Z2) = !J7(Zl)+!J7(Z2)' !J7(ZlZ2) = !J7(Zl)!J7(Z2)'

Nietrudno zauwazyc, ze obraz!J7(F) jest cialem. Tak wiec
monomorfizm !J7 ustala wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosc
miedzy cialami F i!J7(F). Jesli Q jest wielomianem
o wspólczynnikach w cieleF, to QY' jest wielomianem, który
ma odpowiadajace im wspólczynniki w ciele!J7(F). Zauwazmy,
ze (Q')Y' = (QY'y. Wynika stad, zeQ jest wielomianem
rozdzielczym wtedy, gdyQ/F jest wielomianem rozdzielczym.

Rozpatrzmy rozszerzenie E ciala F oraz monomorfizm!J7: F -> C.
Monomorfizm !J7*: E -> C nazywa sie przedluzeniem
monomorfizmu !J7, jesli !J7*(z) = !J7(z) dla kazdegoz E F.
Omówimy przypadek, gdy E= F(a).

Lemat 1. Liczba monomorfizmów !J7*:E = F(a) -> C
przedluzajacych dany monomor{izm !J7:F -> C jest równa

m = [E: F]

Dowód. Niech Q bedzie wielomianem minimalnym liczbya (nad

F). Wielomian Q jest rozdzielczy, a wiec równiez wielomian
QY' jest rozdzielczy. Niech!J7* bedzie przedluzeniem
monomorfizmu .C/'.

Zauwazmy, ze przedluzenie to jest calkowicie okreslone przez
wartosc !J7*(a) na elemenciea. Z równosci

.C/'*(Q(a» = QY'(!J7*(a»

i z zalozenia Q(a) = O wynika, ze!J7*(a) jest pierwiastkiem
wielomianu QY'. Wielomian ten jest rozdzielczy, a wiec ma
m róznych pierwiastków. Istnieje wiec co najwyzejm róznych
przedluzen monomorfizmu !J7.

Z drugiej strony dla kazdego pierwiastkaa* wielomianu QY'

istnieje monomorfizm !J7* przedluzajacy monomorfizm !J7 i taki,
ze !J7*(a) = a.

Obraz elementuz = cm_lam-1 + ... + C18+ Co E F(a) jest dany
wzorem

.C/'*(z) = c~_ l (a*)m-1 + ... + cf(a*) + c~,

gdzie cj = !J7(Cj) dla j = O, I, ... , m- I.
Tym samym istnieje dokladniem przedluzei1 monomorfizmu !J7.

Przyjmujac w poprzednim lemacie za F cialoQ liczb wymiernych,
a za !J7 odwzorowanie tozsamosciowe otrzymujemy
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Wniosek l. Liczba róznycII monomorfizmów .C/'*: Q(a)-> C

pozostawiajacych na miejscu kazda liczbe wymierna jest równa

m = [Q(a): Q].

Niech !J71, !J72, ... ,!J7mbeda tymi monomorfizmami. Dla
kazdego u E Q(a) obrazy

!J71(u), !J72(u), ... , !J7m(u)

nazywaja sie liczbami sprzezonymi zu. Jesli b E Q(a) jest

pierwiastkiem wielomianu nierozkladalnego nadQ, to kazdy
inny pierwiastek b* tego wielomianu jest liczba sprzezona zb.

Rzeczywiscie, zgodnie z lematem I istnieje monomorfizm
q/: Q(b) -> C pozostawiajacy na miejscu kazda liczbe
wymierna i taki, ze<:jIj(b)= b*. Lemat l dla F= Q(b) , E =
= F(a" a2, ... , as) = Q(a) mówi, ze monomorfizm <:jIjmozna

przedluzyc na przestrzenQ(a) otrzymujac monomorfizm !J7j,

gdziej jest jedna z liczb 1,2, ... ,m. Oczywiscie !J7JCb)= q/(b) =
= b*, a zatem b* jest liczba sprzezona dob. (Rozpatrzmy dla

przykladu cztery monomorfizmy cialaQ(y'2", Jf3). Kazdy z nich

przeprowadza y'2" w ± y' 2" oraz y'3 w ± y' 3. Mamy tu cztery
mozliwosci wyboru znaków, po jednej dla kazdego
monomorfizmu. Wielomian nierozkladalnyx2 - 2 ma dwa
pierwiastki bedace liczbami sprzezonymi. Zauwazmy, ze dwa
pierwiastki wielomianu rozkladalnego nie musza byc sprzezone:

liczby y'2" i y'3 sa pierwiastkami wielomianux4 - 5x2 + 6, ale
nie sa sprzezone.)

"Monomorfjzm" bywa t~z nazywany zanurzeniem albo wlozeniem. W§ 5
wyjasniony jest wiec problem. na jle sposobów Q(a} WKlada sie w C tak, b"

zadne liczby wymierne "nic ruszyly sie". Na przyklad gdy a == l/~-,
otrzymujemy [Q(~12): Q] = 2. Cialo Q(;2) mozna wlozyc w C na dwa sposoby

a+b j/i' -+ a+ b)/2
oraz

a+b)'2 -+a-b)2.

§ 6. Slad, norma i rozmiar

Dla kazdej liczbyb E Q(a) definiuje sie:
m

l. Slad liczby b: Tr(b) = L !J7JCb),
j=1

m

2. Norma liczbyb: N(b) = n !J7j(b),
j=t

3. Rozmiar liczbyb: Roz(b) = max !!J7j(b)l; znaczenie symboli
l~j~m

!J71(b), ... , !J7m(b) jest wyjasnione przy koncu poprzedniego
paragrafu.

§ 6 poswiecony jest glównie dowodowi zdania "sladi norma liczby b E Q(a} sa
liczbami wymiernymi",

Zauwazmy, ze Tr(b)E Q oraz N(b) E Q. Rzeczywiscie, niech

Q(z) = z"+dk_,z"-'+ ... +d,z+do

bedzie wielomianem minimalnym liczbyb (nad Q). Na mocy
lematu l liczba monomorfizmów cialaQ(b) pozostawiajacych
na miejscu liczby wymierne jest równak = [Q (b) : Q]. Oznaczmy
te monomorfizmy przez<:jIj1 , q/2, ... , q/k.

Liczby <:jIj1(b),l = I, ... , k, sa róznymi pierwiastkami wielomianu
Q(z).
Na mocy wzorów Viete'a

k k

L °ill(b) = -dk-1 E Q, n <:jIjl(b) = (-I)"do E Q.
/=1 /=1

Kazdy monomorfizm cialaQ(a) pozostawiajacy na miejscu liczby
wymierne jest przedluzeniem jednego z monomorfizmów<:jIjj.

Na mocy lematu I liczba przedluzen monomorfizmu<:jIjjdo
monomorfizmu cialaQ(a) jest równa mIk = [Q(a):Q(b)] i nie
zalezy odj.



Wynika stad, ze
m k

Tr(b) = L: .'/'j(b) = (mIk) L ó//j(b) E Q,
j=1 /=1

In k

N(b) = TI .'/'Ab) = (TI ó/!/(b)t1k E Q.
j=1 /=1

Tym samym wykazalismy, ze slad i norma liczbyb E Q(a) sa
liczbami wymiernymi. Zauwazmy, ze odwzorowanieN:Q(a) -> Q
jest multyplikatywne, orazN(b) = O tylko wtedy, gdyb = O.

Odwzorowanie Tr: Q(a) -> Q jest addytywne i róznowartosciowe,
bo Tr (b) = mb dla kazdegob E Q. Wnioskujemy stad, ze
w przestrzeni liniowejQ(a) nad cialem Q odwzorowanie

(x, y) -> Tr(xy)

jest niezdegenerowana (nie równa tozsamosciowo zeru) forma
dwuliniowa. Latwo teraz wykazac, ze dla kazdego liniowego
odwzorowania f: Q(a) -> Q istnieje dokladnie jeden element
y E Q(a) taki, ze f(i) = Tr(xy) dla wszystkich x E Q(a).
OdwzorowanieJ: Q(a) -> cm dane wzorem

J(b) = (.'/'1(b), '<?,(b), ... , .'/'m(b»

jest addytywne, liniowe nadQ i róznowartosciowe.
(Liniowosc wynika stad, ze.'/'j(cb) = .'/'j(c).'/'ib) = c.'/'j(b) dla
kazdego cE Q.)

Odwzorowanie Roz:Q(a) -> [O, ooJ jest dodatnio jednorodne
w tym sensie, ze dla kazdego cE Q

Roz(cb) = Ic[Roz(b).

§ 7. Liczby algebraiczne calkowite

Liczby calkowite tworza zbiór Z= {O, ± l, ± 2, ... }. Liczba
wymierna nalezy doZ wtedy, gdy jest pierwiastkiem jakiegos
unormowanego wielomianu stopnia l o wspólczynnikach
w zbiorze Z. Fakt ten wskazuje, ze pojecie liczby calkowitej
moze byc uogólnione.
Mówimy, ze liczba zespolona jest algebraiczna calkowita, jesli
jest pierwiastkiem jakiegos unormowanego wielomianu
o wspólczynnikach w zbiorzeZ. Mozna wykazac, ze wielomian
minimalny liczby algebraicznej calkowitej (nad Q) ma
wspólczynniki w zbiorzeZ.

Suma (a takze iloczyn) liczb algebraicznych calkowitych jest
liczba algebraiczna calkowita. Dla kazdej liczby algebraicznejb

istnieja liczby dodatnie cE Z o tej wlasnosci, zecb jest liczba
algebraiczna calkowita. Kazda taka liczbac nazywa sie
mianownikiem liczbyb i jest oznaczona symbolem Mian(b).

Zbiór wszystkich algebraicznych calkowitych liczb z cialaQ(a)
bedziemy oznaczac symbolemI(a). Rozpatrzmy dowolna liczbe
b E I(a). Wielomian minimalny liczbyb (nad Q) ma wspólczynniki
w zbiorze Z, a wiec suma i iloczyn pierwiastków tego wielomianu
naleza doZ. Powtarzajac rozumowanie z poprzedniego paragrafu
przekonujemy sie, zeTr(b) E Z i N(b) e Z.

Jak latwo zauwazyc zbiórI(a) jest grupa wzgledem dodawania
(mówimy krótko: grupa addytywna). ObrazyQ(a) i I(a) przy
odwzorowaniu J: Q(a) -> cm bedziemy tez oznaczac przezQ(a)
i I(a). Stwierdzamy, zeI(a) jest addytywna podgrupa
w przestrzeni kartezjanskiej cm= R,m. Wykazemy, ze kazdy
ograniczony podzbiórKw I(a) jest skonczony. Zauwazmy, ze
kazdy elementb E I(a) taki, zeJ(b) E K jest pierwiastkiem
wielomianu Q(z) unormowanego i minimalnego dlab (nad Q);
wystarczy wykazac, ze zbiór odpowiednich wielomianówQ(z)
jest skonczony. Wspólczynniki wielomianuQ(z) sa elementarnymi
wielomianami symetrycznymi od pierwiastków tego wielomianu.
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Pierwiastki te wystepuja wsród liczb .'/'j(b), j = I,2, ... ,m, a wiec

pozostaja wspólnie ograniczone, gdyJ(b) przebiega ograniczony
zbiór K. Zatem kazdy ze wspólczynników wielomianuQ(z)

przebiega zbiór ograniczony. Poniewaz wspólczynniki te sa
liczbami calkowitymi, wiec odpowiednich wielomianówQ(z) jest
skonczenie wiele. Ma miejsce nastepujacy

Lemat 2.Jesli G jest addytywna podgrupa przestrzeniR', o tej

wlasnosci, ze kazdy ograniczony podzbiór KE G jest skonczony,
to istnieja elementy VI, v" ... ,VM e G liniowo niezalezne wR',
takie, ze G jest zbiorem kombinacji liniowych postaci

cx,v,+cx,v,+ ... +CXMVM, CXjEZ,j= 1,2, ... ,M.

Przyjmujac G = I(a) i wykorzystujac okolicznosci, zeJjest
izomorfizmem przestrzeni liniowychQ(a) i Q(a) (nad cialem Q)
otrzymuje sie nastepujacy

Wniosek 2.Istnieja takie elementyVI, V" .. :' VME J(a) liniowo
niezalezne w przestrzeni Q(a), ze I(a) jest zbiorem kombinacji
liniowych postaci

CXIVI+CX,V,+ ... +CXMVM cxjeZ,j= 1,2, ...,M.
Liczba M jest stopniem rozszerzeniaQ(a).

Dowód. ElementyVj sa okreslone równosciaJ(Vj) = Vj dla
j = l, 2, ... , M. Rozpinaja one cala przestrzenQ(a), bo dla
kazdej liczby b E Q(a)

Mian (b)' b E I(a).

Stad wynika, ze jest to baza w Q(a), a wiecM = [Q(a): QJ.

z § 7 najbardz;ej istotny jest "Wniosek 2", opisujacy budowe zbioru liczb
algebraicznych calkowitychJ(a).

& 8. Lematy Siegela

Jezeli przedmiotów w szufladach jest wiecej niz szuflad, to
istnieje szuflada zawierajaca co najmniej dwa przedmioty. Na
tej oczywistej zasadzie "szufladkowej" opiera sie dowód lematu
Carla Ludwiga Siegela o jednorodnym ukladzie równan
liniowych o wspólczynnikach calkowitych.

Lemat 3. Rozpatrzmy k jednorodnych równan liniowych o liczbie

niewiadomych n> k i calkowitych wspólczynnikach bij

{~.l.~.~~.~ •...•.•..:. ~.~~~~.~ ••~.bklXI+ ... +bknx. = O.

Zalózmy, ze [bijI :s:; B dla wszystkich i, j. Wówczas istnieje takie
niezerowe rozwiazanie w liczbach calkowitych

Xj E Z,j = 1,2, ... ,n, ze
k

m~x IXjl :s:;2(nB)n-k .
l:E;J~n

~



(4)

Dowód. Rozpatrzmy liniowe odwzorowanie 2: R"-> Rk o macierzy
(bIJ).
Dla dodatniej liczby calkowitej R polózmy

Z"(R) = {x E Z", IXjl:o;;R, j = 1, ... ,n}.

Zauwazmy, ze 2 odwzorowujeZ"eR) w Zk(nBR). Liczba
elementów wZ"(R) jest równa (2R+ l)", a liczba elementów
w Zk(nBR) jest równa (2nBR+ l)k. Nierównosc (2R+ l)" >
> (2nBR+ l)k jest spelniona dla dostatecznie duzychR,
w szczególnosci dla

k

R = (nB)n-k .

Zgodnie z.zasada szufladkowa w zbiorzeZ"(R) znajda sie dwa
rózne elementy majace ten sam obraz przy odwzorowaniu 2.
Róznica tych elementówx E Z"(2R) jest poszukiwanym
calkowitoliczbowym rozwiazaniem rozpatrywanego ukladu
równan.

Oznaczmy przezl(a) zbiór liczb algebraicznych calkowitych
nalezacych do cialaQ(a). Nietrudno zauwazyc, ze zbiór ten jest
zamkniety wzgledem dodawania oraz mnozenia. Jak wykazal
Siegel, rezultat analogiczny do lematu 3 ma miejsce dla ukladów
równan liniowych o wspólczynnikach nalezacych dol(a).

Lemat 4. Rozpatrzmy k jednorodnych równan liniowych o liczbie

niewiadomych n> k i wspólczynnikach bIJE l(a)

{~~~~~.~.:::. ~.~.t.~~"..~. ~bktzt + ... +bk"Z" = O

Zalózmy, ze Roz(blj) :o;; B dla wszystkich i,j. Wówczas istnieje
takie niezerowe rozwiazanie ukladu ZjE l(a), j = 1, ... ,n, ze

k

max Roz(zj):O;; C(CnB)n-k .
l~j~n

(Tu i w dalszym ciagu symbolem C bedziemy oznaczac rózne
stale zalezne jedynie od cialaQ(a)).

§ 9. Algebra funkcji holomorficznych E(z, e%)

§ 9 poswiecony jest glównie dowodowi technicznego lematuS.

Rozpatrzmy cialo E zawarte w C, oraz holomorficzne funkcje
/, g: C -> C. Zalozenie holomorficznosci oznacza istnienie

w kazdym punkcie za E C pochodnych zespolonychDf =r
i Dg = g', gdzie

f'() l' [(z)-f(zo) '() l' g(z)-g(zo)Za = lm ----, g. ZQ = lm ----o
z-+zo Z - Zo Z-+Zo z- Zo

Symbolem E(f, g) bedziemy oznaczac zbiór zlozony
z wszystkich funkcji postaciP(f, g), gdzie P jest wielomianem
dwóch zmiennych o wspólczynnikach w ciele E.

Mówimy, ze funkcjef i g sa algebraicznie niezalezne, jesli
z równosci P(f, g) == O wynika, zeP == O.

Liczby a i en sa wartosciami wa funkcji holomorficznych z i eZ•
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Funkcje te sa algebraicznie niezalezne, bo jesliP =1=O, to

limP(z,e')= 00, z=x+iYEC.
x-+oo

Podstawowa wlasnoscia funkcji wykladniczej jest równosc
D(eZ) = eZ• Operacja rózniczkowania D odwzorowujeE(z, eZ)

w siebie. Jesli E= Q(a, en), to istnieje nieskonczenie wiele
takich liczb w E C, zeh(w) E E dla wszystkich h E E(z, eZ).

Liczbami tymi sa np.a, 2a, 3a, ....
Wykorzystamy nastepujacy

Lemat S.Rozpatrzmy liczby algebraiczne at, a"~... aq orqz
rozszerzenieE = Q(at, ... aq). Niech/, g: C -> C beda takimi

funkcjami holomorficznymi, zeD odwzorowuje E(f, g) w siebie.

Niech wE C bedzie taka liczba, ze h(w)E E dla kazdego hE E(f, g).
Wówczas, jesli h= P(f, g), gdzie P jest wielomianem stopnia r,
to dla kazdego p= O, 1, ... zachodzi nierównosc

(6) Roz(D"h(w» :o;; Roz(P)p!r"CV+'

(Tu Roz(P) oznacza najwiekszy rozmiar wspólczynników
wIelomianu P).
Ponadto liczby h(w), Dh(w),... , D"h (w) maja wspólny
mianownik taki, ze

(7) Mian(h(w), Dh(w), ... , D"h(w)):o;; Mian (P)CV+'.

(Tu Mian(P) oznacza mianownik wspólny dla wszystkich
wspólczynników wielomianu P).

Dowód. Istnieja wielomianyPj dwu zmiennych,j = 1, 2, takie.
ze Df= Pt(/,g), Dg = Pz(f,g). Rozpatrzmy odwzorowanie
Do algebry wielomianów w siebie okreslone wzorem

DoP = (DtP)Pt + (Dz P)Pz

(tu DjP, j = 1,2, oznaczaja pochodne czastkowe).
Sprawdzamy latwo, ze dla kazdegoP

D"h(w) = DPP([(w), g(w» = (DgP)(f(w), g(w».

Zauwazmy, ze wielomianP stopnia r spelnia warunek

pY'j < Roz(P)(I+Zt+zzY

w tym sensie, ze wartosc bezwzgledna kazdego

wspólczynnika wielomianu PY'J jest niewieksza od odpowiedniego
wspólczynnika wielomianu po prawej stronie.
Ta relacja majoryzowania zachowuje sie przy dodawaniu
i mnozeniu wielomianów oraz przy obliczaniu pochodnych
czastkowych, a wiec zachowuje sie przy odwzorowaniu Do.
Przez indukcje wykazuje sie, ze

DMpY'j) < Roz(P)p!r"C"(1 +Zl +zz)'+P',

gdzie T oznacza wiekszy ze stopni wielomianów PI iP"~ Jesli
QI < Qz, to IQI(zt, zz)1:o;; Qz(lzt!, IZ21). Stad wynika, ze dla
kazdego j

1 Dg(PY'j)( 9'J(f(w», 9'j(g(w)))1 :o;; Roz(P)p!r"CV+'.

Dla dowodu zadanej nierównosci wystarczy teraz zauwazyc, ze

9'j(D"h(w» = 9'j(Dgp(f(w), g(w») =

= (DgP)Y'j(9'j(f(w», 9'j(g(w») =

= Dg(PY'j) (9'j(f(w», 9'j(g(w»).

Oszacowanie mianownika liczbyD"h(w) opiera sie na
nierównosci

Mian(DoP) :o;; flMian(P),

gdzie fl jest wspólnym mianownikiem dla wielomianówPl

i P"~ oraz na prostym rozumowaniu indukcyjnym.

§ 10. Szkic zasadniczej czesci dowodu

Jesli obie liczbya i en sa algebraiczne, to cialo E= Q(a, en)
oraz funkcjefez) = z i gez) = e' spelniaja zalozenia lematu 5.



(8)

Wykazemy. ze wynika stad sprzecznosc. Zatem zalozenie. ze
.1jest liczba algebraiczna. okazuje sie falszywe.

ROZpatrzmy takie punktyWI. Wz •.•.• WT E C. zeh(w,) E E dla
kazdegoh E E(f. g) i kazdego l = l. 2 •... T. gdzie T wybierzemy
tak. by T> 12 [E: Q]+ 12. Wiemy. ze punktów plaszczyzny
o powyzszej wlasnosci jest nieskonczenie wiele. To. ze zaT mozna
przyjac dowolnie duza liczbe. ma rozstrzygajace znaczenie dla
calego dowodu.

Niech r bedzie wielokrotnoscia liczby2T (potem rozpatrzymy
granice przyr dazacym do nieskonczonosci). Funkcja

r

h = L bl}pgJ. bij E E
i,j=t

nalezy doE(f.g). Niech n = rZf(2T). Wybierzemy wspólczynniki
bij. nie wszystkie równe zeru. w taki sposób. aby równosc
DPh(w,) = O miala miejsce dla kazdegol = 1.2 •...• Ti kazdego
p = O. I •...• n- I. Problem ten sprowadza sie do ukladuTn

jednorodnych równan liniowych orZ = 2Tn niewiadomych
bIJ. Wspólczynniki tego ukladu maja postacDP(f'gJ)(w,).

Zauwazmy. zef' gJ = P(f. g). gdzie P jest jednomianem stopnia
niewiekszego niz2r. oraz Roz(P) = I. Wykorzystujac lemat5
(nierównosci 6 i 7) stwierdzamy. ze

(9) Roz(DP(f'gJ)(w,» .;:;p !(2r)PCP+z' .;:;II!(2r)"C+ 2r

jak równiez. ze wspólny mianownik wspólczynników ukladu
jest niewiekszy niz

(10)

M'lozac wszystkie równania ukladu przez wspólny mianownik
wspólczynnikó~. na mocy nierównosci Siegela (4) stwierdzamy.
ze uklad ma niezerowe rozwiazanie w liczbach algebraicznych
calkowitych bij takie. ze

Tn
Roz(bl})';:; C(CrZn!(2r)"C+2r) ---2Tn- Tn

r
Poniewazn = r - jest wieksze odr. oraz n! .;:;n", wiec

2T

(J l)

Funkcjef i g sa algebraicznie niezalezne. wiech i' O. Zatem
istnieje taka liczbas ;;. n. ze D"h(w,) = O dla p < s i l =
= 1.2 •... T. oraz taka. zeD'h(w,) i' O dla pewnego I. Bez
zmniejszenia ogólnosci mozemy przyjac. ze

v = D'h(w,) i' O.

Oszacujemy c= Mian(v). Mamy h = P(f. g). gdzie Mian(P) = l
bo liczby bl} sa algebraiczne calkowite. Zatem. na mocy lematu5

(nierównosc (7». dla duzychs jest

Ten sam lemat daje oszacowanie na rozmiar liczbyv. Zauwazmy.
ze P ma stopien2r oraz Roz(P) = maxRoz(bij). a wiec. wobec

(II). nierównosc (6) daje dla duzychs

(12) Roz(v) < CnZ", s!(2r)'C+2' < s".

Niezerowa calkowita liczba N(cv) jest iloczynem[E: Q] liczb
sprzezonych docv; jedna z nich jestcv. Z (12) wynika

(13) I.;:; IN(cv) i < Icv[(cRoz(v»[E:QI-1 <
< Ivlss[E:Q](s5s)[E:Q]-1 < Ivls6s[E:QI.

Oszacujemy teraz lvi z góry wykazujac. ze jest to liczba bardzo
mala. Skorzystamy w tym celu z zasady maksimum. która mówi,
ze funkcja holomorficzna w kole domknietym osiaga najwieksza
wartosc bezwzgledna na brzegu tego kola. Funkcja

H(z) = h(z)
T

n (z-w,)'
1=1

jest holomorficzna w plaszczyznie C. bo zera mianownika
odpowiadaja zerom licznika. Jak latwo zauwazyc

(14) lvi.;:; IH(wI)ls!C.

Oszacujemy wartosc bezwzgledna funkcjiH na okregu Izl= SI!2

(dla duzych s). Licznik szacujemy z wzoru (8).
Wykorzystujac (II) i uwzgledniajac. zer < (2Ts)'!Z

otrzymujemy dla duzychs

Ih(z)1 .;:; Roz(P)' (SI!Z)'. (esl/Z)' < Cs2's'/ZS'/2 < S4'.

Szacujac z dolu mianownik otrzymujemy
T T

I1lz-w,I';;' I1(sl/z-lw,1)' =
1=1 1=1

T [( Iw I )SI/2]SI/2= ST'!2 Il 1- SI;Z > ST'/ZCT'/2.
1=1

Nierównosc (14) i zasada maksimum daje dla duzychs
oszacowanie

\ S4S S6s

lvi < s!CIH(w )1 < s!C ---- < ----
I ST'/2CT'!2 ST'/ZCT'!Z

Wobec nierównosci (13) wynika stad. ze dla duzychs

S6s([E:Q]+ l) (6[E:QI+6-~ )S!OgS- -~SIOgCI < Ivls6s[E:Q]< ----- = e
ST'/2CT'/Z

W granicy przy r dazacym do nieskonczonoscis dazy do
nieskonczonosci i prawa strona dazy do zera. Otrzymalismy
sprzecznosc. Tym samym dowód twierdzenia Lindemanna zostal
zakonczony.
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Rozwiazanie zadania M 326.

Kat APB, jako oparly na srednicy, jest prosty.

Poniewaz AB = BR. wiec punkty APR leza
na jednej proslej iAP = PR oraz BP jest

dwusieczna kalaA BR. Wobec tego
AP = PR = PS.

Niech T bedzie rzutem prostokalnym P na
.40, U - rzutem Q na iiC, W -- rzutem P na

iSo Z przystawania trójkatów APT, RPW

i SPW oraz z równosci pól "zielonych" mamy
a). Wobec QU = TP = RW = WS oraz

TU = TP+PQ+QU = AB = BR = RW+

+ WS + SB mamy PQ = SB, co daje b). A
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Rozwiazanie zadania M 325.

Poniewaz kat wpisany je;:st równy katowi
dopisanemu opartemu na tym samym luku
(czyli miedzy cieciwa i styczna w jej koncu),

gdyz oba sa równe polowie kata srodkowego

opartego na tymze luku. wiec IrójkatyDPQ
i DPS, jak tez BPR i DPQ sa poaobne.
Stad mamy, odpowiednio,

BP PQ. BP PR

Dp· = PS I OP = po'
czyli PQ' = PR· PS. C s o


