Sto lat dla ludolfiny

Doc. dr Maciej SKWARCZYNSKI

Niemal dokladnie sto lat temu, w dniu 26 listopada 1882 na
uniwersytecie we Fryburgu odbyl si¢ wyklad Ferdynanda
Lindemanna przedstawiajacy dowod, ze W(n) # 0 dla kazdego
wielomianu

(8] W(z) = 2"+ ci-12" '+ ... c12+¢y

o wspotczynnikach wymiernych. Tym samym rozstrzygniety
zostal ostatecznie aktualny od ponad dwoch tysiecy lat problem
geometryczny. W jawnej postaci pojawil sie¢ on w starozytnej
Grecji. Nalezalo wykorzystujac jedynie cyrkiel i linijke
skonstruowaé bok kwadratu, tak aby pole tego kwadratu byto
rowne polu kola o danym promieniu. (W przypadku kota

o promieniu | nalezy skonstruowac odcinek o dlugosci ]/ 7).
Poszukiwana konstrukcja (kwadratura kola) ma nadawaé sie do
teoretycznego uzasadnienia, a wigc nie bierzemy pod uwagg
rozwigzai wystarczajacych do zastosowan praktycznych, ale
obarczonych bledem. Przykladem takiego przyblizonego
rozwigzania jest rezultat Ludolfa van Ceulena z 1610 r,
zawierajacy 32 poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesictnego

liczby m (na jego czeSc liczba ta zostala nazwana ludolfing).
Matematykom starozytnym nie udalo sie znalezé

kwadratury kota. Dzi§, dzieki Lindemannowi, wiemy, ze
znalezé jej nie mozna. W artykule przedstawimy idee, na
ktorych opiera sie wspolczesny dowad twierdzenia Lindemanna.

§ 1. Ciata liczbowe

Na poczatku szesnastego wieku Scipio del Ferro znalazt ogdiny
wzOr wyrazajacy pierwiastki wielomianu stopnia trzeciego przez
wspolczynniki tego wielomianu. Zwracito to uwage
matematykow na liczby zespolone i ich arytmetyke. Podjeto
rowniez starania, aby znalezé wzory wyrazajace pierwiastki
wielomianow wyzszych stopni. Badania te doprowadzity do
wspolczesnej teorii cial (systemow algebraicznych, w ktérych
wykonalne s3 cztery podstawowe operacje arytmetyczne:
dodawanie, mnozenie, odejmowanie i dzielenie przez element
rozny od zera). Bardzo waznym przykladem jest ciato Q
wszystkich liczb wymiernych, oraz cialo C wszystkich liczb
zespolonych. Znaczenie ciala C wiaze sig z tzw. zasadniczym
twierdzeniem algebry, ktore mowi, ze kazdy unormowany
wielomian W(z) stopnia n o wspolczynnikach w ciele C ma

Wszyscy wiemy, ze kwadratura kola jest niewykonalna. Nawet w jezyku potocznym uzywamy
tego terminu na oznaczenie czegos, co juz teoretycznie jest niemozliwe. Na pytanie: czemu
kwadratura kola jest niewykonalna, pada przewaznie odpowiedz w rodzaju ,,a, bo matematycy
udowodnili™. Tak odpowiadaja nawet fachowey — sadzimy, Ze ilo$¢ matematykow, ktorzy
kiedykolwiek przeczytali dowod niealgebraicznosei liczby  (a wiec dowod niemoznosci
kwadratury kola) waha si¢ okoto 1 procenta.

Zamieszczony ponizej artykut opowiada o tym dowodzie. Wiasciwie nawet podaje go zupeinie
dokladnie. Dowdd wykorzystuje kilka poje¢ z matematyki tzw. wyzszej (funkcje holomorficzne,
troche teorii Galois). Od razu kazdy zapyta: czy nie mozna prosciej? OdpowiedZ nie jest
jednoznaczna. Sa, owszem, dowody ,,bardziej elementarne’ — to znaczy nie wykorzystujace az
tylu nowych pojeé i twierdzen. Czy sa to dowody ,,prostsze™, to juz rzecz gustu. Czy prosciej
jest wykopa¢ row lopata, czy koparka? | jeszcze jedna my$l. Postep w matematyce polega nie
tylko na przekazywaniu do skarbca wiedzy nowych twierdzen. Réwnie wazne jest pokazywanie,
jak nowe na ogodl bardzo absirakcyjne teorie stosuja si¢ do naszych starych spraw. Elektronika
tez powinna nam ulatwic¢ zycie, a nie tylko umozliwiaé¢ rozwdj techniki telewizyjnej.

przedstawienie

W(z) = (z—a, )™ (z—a;)™2 ... (z—a )™, m+ ... +me = n,
gdzieay, j = 1,2, ... k, sa wszystkimi réznymi zespolonymi
pierwiastkami rozpatrywanego wielomianu. Liczba m; nazywa sig
krotnoscia pierwiastka a;, Nietrudno zauwazyc¢, ze m; = 2
wtedy, gdy z—a; wystepuje jako czynnik zarowno w wielomianie
W(z), jak tez w pochodnej W'(z). Wielomian, ktory ma
wylacznie pierwiastki jednokrotne, nazywa sie wielomianem’
rozdzielczym.

Liczby zespolone mozna klasyfikowa¢ wedlug wlasnosci
wielomianow, dla ktorych liczby te sa pierwiastkami.
Mowximy, ze liczba a € C jest algebraiczna, jesli istnieje
wielomian o wspolczynnikach wymiernych, ktorego a jest
pierwiastkiem (twierdzenie Lindemanna powiada, Ze 7 nie jest
liczba algebraiczng). MoZna wykazac, Ze pierwiastkami
wielomianu o wspolczynnikach algebraicznych sa wylacznie
liczby algebraiczne. Zbior A wszystkich liczb algebraicznych

Cialo liczbowe nazywamy algebraiczniec domknigtym, jezeli kazdy wielomian
o wspolczynnikach w Lym ciele i nie bedacy stalg ma w tym ciele
pierwiastek. Na przyklad cialo liczb rzeczywistych nie jest algebraicznie
domknigte, bo wiclomian x2+ | nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Twierdzenie orzekajace, Ze cialo wszystkich liczb zespolonych jest algebrai
domknigte, bywa nazywane dniczym twierdzeniem algebrv.

tworzy cialo, jest ono algebraicznie domknigte. W obecnym
artykule bedziemy rozpatrywac¢ wylgcznie ciata, ktore, tak jak
cialo A, zawieraja cialo Q liczb wymiernych i zawieraia sie

w ciele C liczb zespolonych. Bedziemy mowié, ze cialo E jest
rozszerzeniem ciata F, jesli F < E. Wowczas E mozna
rozpatrywac jako przestrzen wektorowa (liniowa) nad cialem
F (elementy przestrzeni E — wektory — mozna mnozy¢ przez
liczby z ciala F). Wymiar tej przestrzeni nazywa si¢ stopniem
rozpatrywanego rozszerzenia i jest oznaczany symbolem [E: F.
Mowimy, ze rozszerzenie jest skonczone, jesli jego stopien jest
skoficzony.

Wainym przykiadem jest rozszerzenie pojedyncze E = F(a),
gdzie a jest ustalong liczbg algebraiczng. Jest to czgs¢ wspolna
wszystkich cial zawartych w C i zawierajacych zbior F U {a}.
Cialo to mozna opisac¢ dokladniej. Poniewaz F > @, wigc istnieja
wielomiany unormowane (tzn. o wspolczynniku przy najwyzszej
potedze rownym 1) o wspoélczynnikach z F, dla ktorych a jest
pierwiastkiem. Mozna wykazac, ze wirod tych wielomianow
istnieje dokladnie jeden o najmniejszym stopniu. Nazywa si¢ on
wielomianem minimalnym liczby @ (nad F). Niech Q bedzie
tym wielomianem; zalozmy, ze stopien QO wynosi m. Niech
u;eF(j= 0,1, ..., m—1) beda wspélczynnikami tego



E"' ‘wielomianu. Stwierdzamy, Ze

5 0(a) = "+ 1@ '+ ... uyatug =0

3

~ a wigc w przestrzeni E element a™ jest liniowo zalezny od
3

~ elementow 1, a ..., @"~'. Nietrudno stad wywnioskowac, ze

elementy 1, a ... a"~' rozpinaja przestrzefi E. Sg one liniowo
niezaleine, bo z okreslenia Q wynika, Ze a nie jest

pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspolczynnikach w ciele
F i stopniu mniejszym niz m. Tak wigc [F(a): F] = m i F(a)

jest rozszerzeniem skoficzonym.

Podamy przyklad ilustrujgcy wprowadzane pojecia. Niech a = V3. Wiedy

cialo Q(m sklada sig z liczb postaci p+ qﬁ. gdzie p, g 53 liczbami

wyntiernymi. Poniewaz kazdg taky liczbe moZemy oczywiscie przedstawié

jako p+ 1+¢+ /3, wige wymiar [Q()/3): Q] wynosi 2, a baze stanowia

liczby 1, /3. Podobnie moina sprawdzi¢, e dla @ = ’]/E. mamy Q(!VZ_) -
oy e Y = 3

= {x:x = p+o’VI+-VE; poa. re 0} i [QCYVZ): Q] = 5.

Zwroémy uwage na pewng wilasno$¢ wielomianu minimalnego
liczby a(nad F) (skorzystamy z niej pozniej): wielomian ten nie
jest rozkladalny nad F (tzn. nie jest iloczynem dwu wielomianow
nizszych stopni dodatnich), bo w przeciwnym przypadku

liczba a bylaby pierwiastkiem wielomianu nizszego stopnia.

Z drugiej strony oba wielomiany Q(z) i Q'(z) maja

wspolczynniki nalezace do ciala F i te sama wlasnoé¢ ma
najwiekszy wspolny dzielnik tych wielomianow (obliczamy go
algorytmem Euklidesa, a wiec jego wspdlezynniki naleza do

ciala zawierajacego wspolczynniki obu wielomianéw Q(z) i Q'(z).

Pojecie pochodnej dla funkeji zmi polonej jednej zmi j okreslamy
formalnie takim samym wzorem jak funkcii rzeczywistych
foy = g LAAKDL

T=aIp lz—z0l

Dla wiclomianéw zmiennej zespolonej pochodna wyraza si¢ wiec podobnym
orem, jak dla wielc rzeczywistych: (z3)' = 2z, (22)" = 323, itd.

Ten dzielnik ma stopien niewigkszy niz stopien Q'(z), a wigc musi
by¢ wielomianem stalym, bo wielomian Q(z) nie jest

rozkladalny. Zatem Q(z) i Q'(2) nie maja wspolnego czynnika
liniowego. W konsekwencji wszystkie zespolone pierwiastki Q(z)
sg jednokrotne. Jest to zatem wielomian rozdzielczy majacy

m roznych pierwiastkow.

Mozna udowodnic, ze jesli F, jest skonczonym rozszerzeniem
Fy, oraz F, jest skoficzonym rozszerzeniem F,, to F, jest
skoficzonym rozszerzeniem F,. Co wiecej

[F:: Fol = [Fz: F,][F,: Fol.
“Wynika stad, ze rozszerzenie E = F(a,, a;, ..., a,) okreslone
jako czgs¢ wspolna cial zawierajacych zbior F U {a,, ..., a;}
jest skoficzone. W samej rzeczy, cialo to mozna otrzymaé
w wyniku ¢ kolejnych rozszerzen, z ktérych kazde ma stopien
skorczony.
Mowigce dokladniej E = F,, gdzie

F] = F(a.), F; = F;(ﬂ'z). iy Fq =F, ...1(9¢}

§ 2. Metody algebraiczne w geometrii

To, 2ze wychodzac z liczb algebraicznych mozna skonstruowaé tylko liczby
algebraiczne, moina zrozumieé: cyrklem rysujemy tylko okregi, linijka — proste.
Sa to zbiory algebraiczne (stopnia 2 i stopnia 1). W przecigciu tych linii pojawié
si¢ mogg wigc tvlko liczby algebraiczne (nie dowolne zreszig),

Istotne znaczenie dla problemu kwadratury kola miala
pochodzgca od René Descartesa metoda badan oparta

o wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é miedzy punktami

a ich wspolrzednymi. Dzielo Descartesa ,,Géometrie” ogloszone
w 1637 r. jako dodatek do slynnej ,,Discours de la Méthode™
wykazalo, ze algebra moze by¢ przydatnym narzedziem przy
analizowaniu problemow geometrycznych. Dzisiaj przy pomocy
geometrii analitycznej wykazuje sie stosunkowo latwo, ze

/

wychodzac
algebraiczne i wykorzystujac jedynie cyrkiel i linijk¢ mozna

w sposob systematyczny konstruowaé jedynie punkty, ktorych
wspolrzedne s liczbami algebraicznymi. Jesli kwadratura kola
bylaby mozliwa, to z jako kwadrat liczby algebraicznej bylaby
liczbg algebraiczna, wbrew twierdzeniu Lindemanna, Zatem
kwadratura kola nie jest mozliwa.

§ 3. Tozsamosé¢ Eulera

Dluga droga wiodgca do wyjasnienia natury liczby @ zaczyna
si¢ od Leonarda Eulera. W ksiazce z 1748 r ,,Introductio in
analysin infinitorum’ wykazal on, ze funkcja wykladnicza
okreslona w ciele C liczb zespolonych zwigzana jest z funkcjami
trygonometrycznymi tozsamoscig

+1 — e*(cosy+isiny), x+iyeC.

Dla x = 0i y = 7 otrzymujemy zdumiewajaco prosta zaleznos$¢
migdzy liczba e (podstawa logarytmow naturalnych) a liczbg =
(#3) eir4l =0

(Warto wspomnie¢, ze wspolczesne oznaczenie ludolfiny przez
grecka literg 7z pochodzi wlasnie od Eulera).

ex

Wizér Eulera bywa nazywany twierdzeniem o pieciu liczbach. Wystepuje w nim
pigé najwainiejszych liczb: zero, jeden, e, 7 oraz i.

Liczby i oraz — 1 sa algebraiczne. Z rownosci (2) wynika wigc,
ze twierdzenie Lindemanna jest bezposrednia konsekwencja
nieco mocniejszego rezultatu, znanego jako

Twierdzenie Hermite'a-Lindemanna. Jesli liczha zespolona a # 0
Jest algebraiczna, to liczba e* nie jest algebraiczna.

Zobaczymy dalej, ze twierdzenie Hermite'a-Lindemanna daje sig
wykazac przez sprowadzenie do sprzecznoéci. W tym celu nalezy
zbadaé konsekwencje zalozenia, Ze obie liczby @ oraz e” sa
algebraiczne. Jedna z konsekwencji tego zalozenia jest istnienie
skornczonego rozszerzenia Q(a, e”) ciala Q. Nalezy wigc zbadaé
to rozszerzenie. Przedtem jednak w dwu nastepnych punktach
zajmiemy sie ogolnymi wlasnosciami rozszerzen postaci

F(a,, az, ..., a) ciala F.

§ 4. Twierdzenie Abela o elemencie pierwoinym

Rozszerzenie F(a,, a1, ..., @) mozna przedstawic jako
rozszerzenie pojedyncze. Ma bowiem miejsce

Twierdzenie Abela. Jezeli liczby a,, a,, ..., aq sa algebraiczne,
to istnieje liczba algebraiczna a taka, ze

3) F(a,,a,, ..., ag) = F(a).

Liczba a o powyZszej wlasnosci nazywa si¢ elementem
pierwotnym ciala F(a,, a1, ..., ag).

Mamy na przyklad Q(I"":‘:. }'"f) = Qf}"f+ 5’?). Istotnie, mamy
o(y2+y3) < 0(¥2, ¥3), bo

V= V2+¥3) -9(YI+y3) V7 = WVE+V3) - 11(y7+y3)
2 ' i -2 r

Zawieranie przeciwne jest oczywiste,



Whioesek 1. Liczba réznych monomorfizmow %*: Q(a) —» C
pozostawiajqeyveh na miejscu kazdg liczbe wymierng jest rowna

m = [Q(a): Q.

Niech #,, %3, ..., ¥ beda tymi monomorfizmami. Dla
kazdego u € Q(a) obrazy
(), (), ..., Lulee)

nazywajg si¢ liczbami sprzezonymi z u. Jesli b € Q(a) jest

pierwiastkiem wielomianu nierozkladalnego nad Q, to kazdy

inny pierwiastek b* tego wielomianu jest liczba sprzezong z b.

Rzeczywiscie, zgodnie z lematem 1 istnieje monomorfizm

% : Q(b) — C pozostawiajacy na miejscu kazda liczbe

wymierna i taki, ze #(b) = b*. Lemat 1 dla F = Q(b),E =

= F(a,, az, ..., a;) = Q(a) mowi, ze monomorfizm % mozna

§ 5. Monomorfizmy i ich przediuzenia przediuzy¢ na przestrzeni Q(a) otrzymujac monomorfizm &,
gdzie j jest jedna z liczb 1, 2, ..., m. Oczywiscie & ;(b) = ¥ (b) =
= b*, a zatem b* jest liczba sprzgzona do b. (Rozpatrzmy dla

Glebsze wniknigcie w strukturg rozszerzen skonczonych stalo sig przykladu cztery monomorfizmy ciala Q(}/i, V'3). Kazdy z nich

1:noz]|\:c pol roL{u .1830, kle'dy t;) cgleréuaIr'ny;’Ev!,ra.ryst Galois odkryl, przcprowaia ;/i ol Ir/i oraz I w + V T Mamy ti eriecy
S RCL RN EDORIE, DADIG SNy mozliwosci wyboru znakow, po jednej dla kazdego

réznowartosciowe odwzorowania systemu zachowujace dzialania. : : ; : 5
Prias N by logi do badania fi : : monomorfizmu. Wielomian nierozkladalny x*—2 ma dwa
SSILpOWANIE 10 Jest ana ogicetlo 40 Al TIRHLY grorlguyacnny pierwiastki bedace liczbami sprz¢zonymi. Zauwazmy, ze dwa

poprzez analizg tych odwzorowan figury, ktdre zachowujg E: i ; - £ .
o : : ierwiastki wielomianu rozkladalnego nie b 2
odleglosci migdzy punktami. W naszych rozwazaniach podstawowa P E3 N Muaty DyS/SPraveons

role beda odgrywac¢ monomorfizmy ciala F w cialo C, to znaczy
takie roznowartosciowe odwzorowania %: F — C, ze

liczby J/2 i /3 sa pierwiastkami wielomianu x*—5x2+6, ale
nie sg sprzezone.)

Pz, +2.) = P(z)+ 5z ‘9"(2 z ) = Pz )5{’ ). +Monomorfizm'' bywa tez nazywany zanurzeniem albo wlozenicm. W § 5
G 2) @) (z2), L2 (z (z2) wyiasni iest wiec problem, na ile spasobdw Qla) wkilada sig w C tuk, by
Nietrudno .zauw_azyé, e obr;‘az .9"(F? Jjest ciatem. Tak wn:.c . i syl de Na pEll gy = 1,
monomorfizm & ustala wAemnio jedl'lOZI'laCan. OdpDWIEdn[(}Sé otrzymujemy [Q(} 2): Q] = 2. Cialo Q(}'2) moina wiloiyé w C na dwa sposoby

miedzy ciatami F i & (F). Jesli Q jest wielomianem

o wspolczynnikach w ciele F, to 0% jest wielomianem, ktory
ma odpowiadajace im wspolczynniki w ciele &°(F). Zauwazmy,
ze (Q)¥ = (Q¥)'. Wynika stad, ze Q jest wielomianem
rozdzielczym wtedy, gdy O jest wielomianem rozdzielczym.

a+by2 —+a+by2

atbh}2 = a—-b}2,

- § 6. Slad, norma i rozmiar
Rozpatrzmy rozszerzenie E ciala F oraz monomorfizm %: F — C.
Monomorfizm #*: E — C nazywa si¢ przedluzeniem

I e ; aate s
monomorfizmu %, jesli 5*(z) = (z) dla kazdego z € F. Dl kirasie) e2by 5 €. Q(0) defimiuie sic

m
Oméwimy przypadek, gdy E = F(a). 1. Slad liczby b: Tr(b) = )" & (b),
i=1
Lemat 1. Liczba monomorfizméw ¥*: E = F(a) = C m
przediuzajgcych dany monomorfizm % : F — C jest rowna 2. Norma liczby b: N(b) = 1_[ &4(b),
=1
N 3. Rozmiar liczby b: R (b)J | ,(b)|; znaczenie symboli
y FEEE % &y i : iar [i 5 = ; Zn
Dowéd. Niech O bedzie wielomianem minimainym liczby a (nad - sy e 12?:,,. J e aan
F). Wielomian Q jest rozdzielczy, a wigc rowniez wielomian &4(b), ..., ¥ .(b) jest wyjasnione przy koricu poprzedniego
O jest rozdzielczy. Niech &°* bedzie przediuzeniem paragrafu.
monomorfizmu .. § 6 poswigcony jest gldwnie dowodowi 2daaia , Alsd | norma liczby b'e Q(a) 55
Zauwazmy, ze przediuzenie to jest calkowicie okre$lone przez liczbami wymiernymi®

wartosc¢ % *(a) na elemencie a. Z rownosci
F*Q(a) = Q¥ (S (a))

i z zalozenia Q(a) = 0 wynika, ze % *(a) jest pierwiastkiem
wielomianu Q0¥', Wielomian ten jest rozdzielczy, a wiec ma
m roznych pierwiastkow. Istnieje wigc co najwyzej m réznych
przedtuzen monomorfizmu &, te monomorfizmy przez %,, %, ..., Uy.

Z drugiej strony dla kazdego pierwiastka a* wiclomianu 0% Liczby #%(b), | = 1, ..., k, sa réznymi pierwiastkami wielomianu
istnieje monomorfizm %% przedluzajacy monomorfizm & i taki, o).

ze F*(a) = a.

Obraz elementu z = ¢, " '+ ... +¢,8+cy € F(a) jest dany

Zauwazmy, ze Tr(b) € Q oraz N(b) € Q. Rzeczywiscie, niech
0@@) = 2*+diy2* '+ ... +diztdy

bedzie wielomianem minimalnym liczby b (nad Q). Na mocy

lematu 1 liczba monomorfizmow ciata Q(b) pozostawiajacych

na miejscu liczby wymierne jest roéwna k = [Q(b): Q). Oznaczmy

Na mocy wzorow Viéte'a

k k

¥2oiem Y o) = —dio €0, [] %) = (=1)'doe Q.

Fr(z) = ¢ (@ )"+ ... +c¥@*)+ct, =1 e
gdzie ¢§ = () dla j=0,1, ..., m—1. Kazdy monomorfizm ciala Q(a) pozostawiajacy na miejscu liczby
Tym samym istnieje dokladnie m przedhuzert monomorfizmu 5. wymierne jest przediuZzeniem jednego z monomorfizmow .

Na mocy lematu | liczba przediuzenn monomorfizmu % do

Przyjmujac w poprzednim lemacie za F cialo Q liczb wymiernych, monomorfizmu ciala Q(a) jest rowna m/k = [Q(a):Q(b)] i nie
a za % odwzorowanie tozsamosciowe otrzymujemy zalezy od j.

i2



- Wynika stad, ze
n &
Teh) = Y Fib) = (mfk) Y wi(b) € Q,
j=1 i=1
m k
N®) = [T 240 = ([T )" e 0.
j=1 I=1
Tym samym wykazaliSmy, ze $lad i norma liczby b € Q(a) sa
liczbami wymiernymi. Zauwazmy, Ze odwzorowanie N:Q(a) —» Q
jest multyplikatywne, oraz N(b) = 0 tylko wtedy, gdy b = 0.
Odwzorowanie Tr: Q(a) —+ Q jest addytywne i réznowartosciowe,
bo Tr (b) = mb dla kazdego b € Q. Wnioskujemy stad, ze
w przestrzeni liniowej Q(a) nad cialem Q odwzorowanie

(x, ) = Tr(xy)

jest niezdegenerowang (nie rowna tozsamosciowo zeru) forma
dwuliniowa. Latwo teraz wykazac, ze dla kazdego liniowego
odwzorowania ¢ : Q(a) — Q istnieje dokladnie jeden element
¥ € Q(a) taki, ze 7 (x) = Tr(xy) dla wszystkich x € Q(a).
Odwzorowanie . ;: Q(a) — C™ dane wzorem

H(b) = (Z1(b), F2(5), ..., Ln(b))

Jest addytywne, liniowe nad Q i roznowartosciowe.
(Liniowos¢ wynika stad, ze % j(cb) = & 1(c)F;(b) = ¢ 4(b) dla
kazdego c € Q.)

Odwzorowanie Roz: Q(a) — [0, o0] jest dodatnio jednorodne
w tym sensie, ze dla kazdego ce Q

Roz(ch) = [c|Roz(b).
& 7. Liczby algebraiczne catkowite

Liczby calkowite tworza zbiér Z = {0, +1, +2, ...}. Liczba
wymierna nalezy do Z wtedy, gdy jest pierwiastkiem jakiego$
unormowanego wielomianu stopnia 1 o wspolczynnikach

w zbiorze Z. Fakt ten wskazuje, Ze pojecie liczby catkowitej
moze by¢ uogdlnione.

Mowimy, ze liczba zespolona jest algebraiczna calkowita, jesli
Jest pierwiastkiem jakiego$ unormowanego wielomianu

0 wspolczynnikach w zbiorze Z. Mozna wykaza¢, ze wielomian
minimalny liczby algebraicznej catkowitej (nad Q) ma
wspoiczynniki w zbiorze Z.

Suma (a takze iloczyn) liczb algebraicznych calkowitych jest
liczba algebraiczna catkowita. Dla kaidej liczby algebraicznej b
istnieja liczby dodatnie ¢ € Z o tej wlasnosci, ze cb jest liczba
algebraiczna calkowita. Kazda taka liczba ¢ nazywa sig
mianownikiem liczby b i jest oznaczona symbolem Mian (b).
Zbior wszystkich algebraicznych calkowitych liczb z ciala Q(a)
bedziemy oznacza¢ symbolem J(a). Rozpatrzmy dowolng liczbg

b € J(a). Wielomian minimalny liczby b (nad Q) ma wspélczynniki
w zbiorze Z, a wiec suma i iloczyn pierwiastkow tego wielomianu
naleza do Z. Powlarzajac rozumowanie z poprzedniego paragrafu
przekonujemy sie, ze Tr(b)e Zi N(b) e Z.

Jak latwo zauwazyc zbior J(a) jest grupg wzgledem dodawania
(moéwimy krotko: grupa addytywna). Obrazy Q(a) i J(a) przy
odwzorowaniu - : Q(a) — C™ bedziemy tez oznacza¢ przez Q(a)
i J(a). Stwierdzamy, ze J(a) jest addytywna podgrupa

w przestrzeni kartezjanskiej C™ = R?*™. Wykazemy, ze kazdy
ograniczony podzbior K w J(a) jest skoriczony. Zauwazmy, e
kazdy element b € J(a) taki, ze S (b) € K jest pierwiastkiem
wielomianu Q(z) unormowanego i minimalnego dla # (nad Q);
wystarczy wykazac, Ze zbior odpowiednich wielomianéw Q(z)
Jest skonczony. Wspolczynniki wielomianu Q(z) sa elementarnymi
wielomianami symetrycznymi od pierwiastkow tego wielomianu.

i3

05y, WIDZICHE , PANOWIE,
TG CUT iy ﬂo:u-_:;.g]:ﬁ
s, ‘ *|

it S A Wi
Pierwiastki te wystepuja wsrod liczb #,(b), j= 1,2, ..., m, a wiec
pozostaja wspolnie ograniczone, gdy #(b) przebiega ograniczony
zbior K. Zatem kazdy ze wspotczynnikow wielomianu Q(z)
przebiega zbior ograniczony. Poniewaz wspolczynniki te sa
liczbami calkowitymi, wiec odpowiednich wielomianow Q(z) jest
skonczenie wiele. Ma miejsce nastgpujacy

Lemat 2. Jesli G jest addytywng podgrupq przestrzeni R®, o tef
wilasnosci, ze kazdy ograniczony podzbidr K € G jest skonczony,
to istniejq elementy vy, vz, ..., Un € G liniowo niezaleine w R*,
takie, Ze G jest zbiorem kombinacji liniowych postaci

a U+ttt ... Fants, &JEZ,}‘= 1.2, vy M.

Przyjmujac G = J(a) i wykorzystujac okolicznosci, ze J jest
izomorfizmem przestrzeni liniowych Q(a) i Q(a) (nad cialem Q)
otrzymuje si¢ nastgpujacy

Whiosek 2. Istniejq takie elementy vy, va, ..., vy € J(a) liniowo
niezalezne w przestrzeni Q(a), ze J(a) jest zbiorem kombinacji
liniowych postaci

U+ XUt . oyt eEZ j=1,2,..., M

Liczba M jest stopniem rozszerzenia Q(a).

Dowéd. Elementy v, sa okreslone rownoscia J (v)) = v dla
j=1,2, ..., M. Rozpinaja one cala przestrze Q(a), bo dla
kazdej liczby b € Q(a)

Mian (b)+ b e J(a).
Stad wynika, Ze jest to baza w Q(a), a wiec M = [Q(a): Ql.

Z § 7 najbardziej istotny jest ,,Wniosek 2", opisujacy budowg¢ zbioru liczb
algebraicznych calkowitych J{a).

§ B. Lematy Siegela

Jezeli przedmiotow w szufladach jest wiecej niz szuflad, to
istnieje szuflada zawierajaca co najmniej dwa przedmioty. Na
tej oczywistej zasadzie ,,szufladkowej’” opiera si¢ dowod lematu
Carla Ludwiga Siegela o jednorodnym ukladzie rownan
liniowych o wspolczynnikach catkowitych.

Lemat 3. Rozpatrzmy k jednorodnych réwnan liniowych o liczbie
niewiadomych n > k i catkowitych wspdlezynnikach byy

b“xl+ sew +b|“x|| =0
b..x‘+ oo Tl xy =:0:
Zaldzmy, ze |byy| < B dla wszystkich i, j. Wéwczas istnieje takie
niezerowe rozwigzanie w liczbach calkowitych
Xyl =Yy ity de
k

max |x;| < 2(nB)"~% .
Isj<n
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Dowéd. Rozpatrzmy liniowe odwzorowanie % : R" — R* o macierzy
(bay).
Dla dodatniej liczby catkowitej R poléimy

Z'R) = {xeZ' |xyl< R, j=1, ..,n}
Zauwazmy, ze ¥ odwzorowuje Z"(R) w Z*(nBR). Liczba
elementow w Z"(R) jest rowna (2R+1)", a liczba elementow
w Z*(nBR) jest rowna (2nBR+ 1)*. Nierownos¢ (2R+1)" >
> (2nBR+ 1)* jest spetniona dla dostatecznie duzych R,
w szczegolnosei dla

k
= (nB)"*

Zgodnie z zasada szufladkowa w zbiorze Z"(R) znajda sie dwa
rozne elementy majace ten sam obraz przy odwzorowaniu %,
Roznica tych elementow x € Z"(2R) jest poszukiwanym
calkowitoliczbowym rozwiazaniem rozpatrywanego ukladu
rownan.

Oznaczmy przez J(a) zbidr liczb algebraicznych catkowitych
nalezacych do ciala Q(a). Nietrudno zauwaiy¢, ze zbior ten jest
zamkniety wzgledem dodawania oraz mnozenia. Jak wykazat
Siegel, rezultat analogiczny do lematu 3 ma miejsce dla ukladow
réwnan liniowych o wspolezynnikach nalezacych do J(a).

Lemat 4. Rozpatrzmy k jednorodnych réwnan liniowych o liczbie
niewiadomych n > k i wspolczynnikach b,; € J(a)

b|111+ +b,,z,=0
bk121+ +b.nn«'-’n =0
Zaldimy, ze Roz(by;) < B dla wszysikich i, j. Wowczas istnieje
takie niezerowe rozwiqzanie ukladu z; € J(a),j = 1, ..., n, ze
k
) max Roz(z;) < C(CnB)" ¥
l<j<n

(Tu i w dalszym ciggu symbolem C bedziemy oznacza¢ rozne
stale zalezne jedynie od ciala Q(a)).

§ 9. Algebra funkcji holomorficznych E(z, %)

§ 9 podwigcony jest gléwnie dowodowi technicznego lematu 5.

Rozpatrzmy cialo E zawarte w C, oraz holomorficzne funkeje
f, g: C = C. ZalozZenie holomorficznoéci oznacza istnienie
w kazdym punkcie z, € C pochodnych zespolonych Df = f”
iDg = g’, gdzie

f2)—f(zo)

flzp) = lim ————— | g'(z) = lim
I—+Zp I—Zp Iz Z—2Zp

2(2)—glzo)

Symbolem E(/, g) bedziemy oznaczaé zbidr ztozony

z wszystkich funkcji postaci P(f, g), gdzie P jest wielomianem
dwoch zmiennych o wspolczynnikach w ciele E.

Méwimy, ze funkcje /i g s3 algebraicznie niezalezne, jesli

z rownosci P(f, g) = 0 wynika, ze P = 0.

Liczby @ i e” sa wartosciami w a funkcji holomorficznych z i .

14

Funkcje te sa algebraicznie niezalezne, bo jesli P # 0, to
lim P(z,e) = @, z = x+iyeC.

X0
Podstawowa wiasnoscia funkcji wykladniczej jest rownosé
D(e) = €% Operacja rozniczkowania D odwzorowuje E(z, %)
w siebie. Jesli E = Q(a, e), to istnieje nieskonczenie wiele
takich liczb w € C, Zze h(w) € E dla wszystkich h € E(z, e%).
Liczbami tymi sg np. a, 2a, 3a, ....
Wykorzystamy nastgpujacy

Lemat 5. Rozpatrzmy liczby algebraiczne a,, a,, ... a, oraz
rozszerzenie E = Q(a,, ... a,). Niech f, z: C — C bedq takimi
Sunkcjami holomorficznymi, ze D odwzorowuje E(f, g) w siebie.
Niech w € C bedzie takq liczbq, ze h(w) € E dla kazdego h € E(f, g).
Wowcezas, jesli h = P(f, g), gdzie P jest wielomianem stopnia r,

to dla kaidego p = 0, 1, ... zachodzi nieréwnosé

(6) Roz(D%h(w)) < Roz(P)p!r*CP+"

(Tu Roz(P) oznacza najwickszy rozmiar wspolezynnikow
wielomianu P).

Ponadto liczby h(w), Dh(w), ...,
mianownik taki, ze

(7) Mian(k(w), Dh(w), ..., Dh(w)) < Mian (P)C?*",

(Tu Mian(P) oznacza mianownik wspolny dla wszystkich
wspolczynnikdéw wielomianu P).

D%h (w) majg wspdlny

Dowdd. Istnieja wielomiany P; dwu zmiennych, j = 1, 2, takie.
ze Df = P,(f,g), Dg = P:(f, g). Rozpatrzmy odwzorowanie
D, algebry wielomianow w siebie okreslone wzorem
P = (DP)P,+ (D, P)P;
(tu D, P, j = 1, 2, oznaczaja pochodne czastkowe).
Sprawdzamy latwo, ze dla kazdego P
D?h(w) = DPP(f(w), g(w)) = (DEP)(f(w), g(w)).
Zauwazmy, ze wielomian P stopnia r spetnia warunek
P#; < Roz(PY1 +zy+ 22
w tym sensie, ze wartosc bezwzgledna kazdego
wspolczynnika wielomianu P, jest niewigksza od odpowiedniego
wspolczynnika wielomianu po prawej stronie.,
Ta relacja majoryzowania zachowuje si¢ przy dodawaniu
i mnozeniu wiclomiandw oraz przy obliczaniu pochodnych
czastkowych, a wigc zachowuje sig przy odwzorowaniu Dy,
Przez indukcje wykazuje sig, ze
DE(P¥)) < Roz(P)pIr*CP(1 +z, + z,)*",
gdzie T oznacza wigkszy ze stopni wielomianow P, i P,. Jesli
0, < Q,, 10 |Q4(z2), 22)| < Qz(|z,], |z2]). Stad wynika, ze dla
kazdego j
DB(P-S";)(S"J(I(w)), & (gw))| < Roz(P)plrrCr+r,

Dla dowodu zadanej nierownosci wystarczy teraz zauwazy¢, ze

S ADh(w)) = & ,(DEP(f(w), 2(w))) =
= (DEPY7 (L [([(W). & (e(w))) =
= DE(PL) (L [f(), < (g(w)).
Oszacowanie mianownika liczby D?h(w) opiera si¢ na
nierownosci
Mian(DgyP) < pMian(P),
gdzie u jest wspolnym mianpwnikiem dla wielomianow P,
i Py, oraz na proslym rozumowaniu indukeyjnym.

§ 10. Szkic zasadniczej czesci dowodu

Jesli obie liczby a i e* sg algebraiczne, to ciatlo E = Q(a, &%)
oraz funkcje f(z) = z i g(z) = e spelniaja zaloZenia lematu 5.
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- Rozpatrzmy takie punkty wy, ws, ..
- kaidego he E(f,g) i kazdego [ = 1, 2, ... T, gdzie T wybierzemy
- tak, by T > 12 [E: Q]+ 12, Wiemy, ze punktow plaszczyzny

""Wykaiem_v, ze wynika stad sprzecznos$é. Zatem zaloZenie, Ze

1 jest liczba algebraiczng, okazuje sie falszywe.

.,wreC, ze h(w)) € E dla

‘0 powyzszej wlasnosci jest nieskonczenie wiele. To, ze za 7 mozna

- przyjac dowolnie duzg liczbg, ma rozstrzygajace znaczenie dla

calego dowodu.

~ Niech r bedzie wielokrotnoscig liczby 2T (potem rozpatrzymy
- granicg przy r dazacym do nieskoriczonosci). Funkceja

r
(8) h= Z buf'gj. buEE

i,j=1
nalezy do E(f, g). Niech n = r?[(2T). Wybierzemy wspolczynniki

- by, nie wszystkie rowne zeru, w taki sposob, aby rownosé
- Dh(w;) = 0 miala miejsce dla kazdego / = 1, 2, ..., T'i kazdego

p=0,1,..,n—1. Problem ten sprowadza sie do ukiadu Tn
Jjednorodnych rownan liniowych o r? = 27n niewiadomych
by;. Wspolezynniki tego ukladu maja postaé D?(f'g’)(w)).

- Zauwazmy, ze f'g’ = P(f, g), gdzie P jest jednomianem stopnia
~ niewigkszego niz 2r, oraz Roz(P) = 1. Wykorzystujac lemat 5
- (nierdwnosci 6 i 7) stwierdzamy, Ze

) Roz(D*(f'g’)(wn) < p!(2r)’C™*3" < n!(@2r)'C™+*"

Jak rowniez, ze wspolny mianownik wspolczynnikéw ukladu

jest niewigkszy niz

(10) (creanyy,

Mnozac wszystkie rownania ukladu przez wspoiny mianownik

- wspolczynnikow, na mocy nierownosci Siegela (4) stwierdzamy,
- ze uklad ma niezerowe rozwigzanie w liczbach algebraicznych

~ catkowitych by; takie, ze

Tn

R b = 2 ! A+ 2r .
oz(by) < C(Crinl2r)"C"* ) Ta—Tn

%
Poniewaz n = r 57 jest wigksze od r, oraz n! < ", wiec

1 Roz(hi)) < Crn"2"n"(C3)" < Cn™.

Funkeje /i ¢ s algebraicznie niezaleine, wiec & # 0. Zatem

istnieje taka liczba s = n, e D"hi(w;) = 0 dlap < sil =

= 1,2, ... T, oraz taka, ze D*h(w;) # 0 dla pewnego /. Bez
zmniejszenia ogolnosci mozemy przyjac, ze
v = D'(w,) # 0,

Oszacujemy ¢ = Mian(v). Mamy h = P(/, g), gdzie Mian(P) = |
bo liczby by, sq algebraiczne catkowite. Zatem, na mocy lematu 5

~ (nieréwnos¢ (7)), dla duzych s jest

cEIE R

Ten sam lemat daje oszacowanie na rozmiar liczby v. Zauwazmy,

e Pma stopiefi 2» oraz Roz(P) = maxRoz(b,), a wigc, wobec

w

Rozwigzanie zadania M 326.

(11), nierébwnoéé (6) daje dla duzych s
(12) Roz(v) < Cn** - s!(2ryC*2" < §5%,
Niezerowa catkowita liczba N(cz) jest iloczynem [E: Q] liczb
sprzezonych do cv; jedna z nich jest co. Z (12) wynika
(13) 1 < [N(ew)| < lev/(cRoz(v))E:Q]-1 <

< |o|sSEQI(s55)[E: Q-1 < |p|s6s[E:Q),
Oszacujemy teraz |v| z gory wykazujac, Ze jest to liczba bardzo
mata. Skorzystamy w tym celu z zasady maksimum, ktoéra mowi,
ze funkcja holomorficzna w kole domknigtym osigga najwigksza
wartos¢ bezwzgledng na brzegu tego kofa. Funkcja

h(z)
T

n (z—wy)*

=1

H(z) =

jest holomorficzna w plaszczyznie C, bo zera mianownika
odpowiadajg zerom licznika. Jak latwo zauwazy¢
(14) lol < [H(wy)ls!C*.
Oszacujemy wartos$¢ bezwzgledna funkcji H na okregu |z] = s'/2
(dla duzych s). Licznik szacujemy z wzoru (8).
Wrykorzystujac (11) 1 uwzgledniajac, ze r < (273)'/?
otrzymujemy dla duzych s

h(z)] < Roz(P)- (s'/2) - (es'/2) < Cs¥s*/35%/2 < g3,
Szacujgc z dotu mianownik otrzymujemy

r T
[T1z-wr= H (2= lwyl)* =

=1 I=1

T [w,| \st/2Ystr?
= &.Tl,‘: l—‘ . = “.TSJZCT.UZ’
sl

=1

Nierownos$¢ (14) i zasada maksimum daje dla duzych s
oszacowanie

a5 65

§

o] < sIClH(wy)| < s!C* SFAgT

ST:J: C‘rxﬂ =
Waobec nierownosci (13) wynika stad, 7e dla duzych s

: 7 s63([E:Q]+ 1) (6(E:Q]+6- Tr)ﬂog §— —_-';:slas(.'
1 < jv|s6s[E:Q] < —FACTI =g *

W granicy przy r dgzgcym do nieskoniczonosci s dazy do

nieskoniczonosci i prawa strona dazy do zera. Otrzymalismy

sprzecznos¢, Tym samym dowod twierdzenia Lindemanna zostal

zakoriczony.
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Kat APB, jako oparty na srednicy, jest prosty. 2 R
Poniewnz AB = BR, wigc punkty APR leig _'
na jednej prostej | AP = PR oraz BP jest w
dwusieczng kata ABR. Wobec tego S
AP = PR = PS.
N_i_uch T bedzie rzutem prostokginym P na TH
AD, U — rzutem @ na BC, W — rzutem P no P
RS. Z przystawania tréjkatow APT. RPW

i SPW oraz z réwnodci pol ,,zielonych™ mamy
a). Wobec QU = TP = RW = WS oraz
TU = TP+PO+QU = AB = BR = RW+

z gdyz oba sg rowne polowie kgta srodkowego
o

Rozwigzanic zadania M 315,

Poniewaz kgt wpisany jest rowny kagtowi
dopisanemu opartemu na tym samym luku
(czyli migdzy cigciwg i styczna w jej koncu), )

opartego na tymze luku, wige trojkaty BPQ R
i DPS, jak tez BPR i DPQ sq poaabne. 2
Stad mamy, odpowiednio,

8P PQ . BP PR
DP T PS PO

'"DF T PO’ o

+ WS+ SB mamy PQ = SB, co daje b). A

1S5

B czyli PO? = PR- PS. ‘ 4] 3



