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Rys. l Doswiadczenie pokaLujl:. ze sila, z jaka

plyn dziala na cialo, jest w przypadku a) inna
nii w przypadku b).

Gradient rózniczkowalnej funkcji rzeczywistej

I(x, •...• x.) w punkcie (x, •...• x.l to wektor:

grad/= [!L, ..../Yf....].OXl dXn

Pole skalarne okreslane funkcjaI (punktowi

przyporzadkowana liczba) generuje tu
wiec pole wektorowe gradl (punktowi

przyporzadkowany wektor charakteryzujiley

co do wielkosci i kierunku - najwieksza

predkosc wzrostuf).

Zagadki hydrodynamiki i turbulencja

Doc. dr Zbigniew PERADZYNSKJ

Paradoks Du Buata

W latach siedemdziesiatych osiemnastego stulecia rzad francuski wyznaczyl
nagrode za rozwiazanie problemu oporu statków w zaleznosci od ich ksztaltu, co.
zintensyfikowalo zarówno teoretyczne, jak i doswiadczalne badania w dziedzinie
hydrodynamiki. Sposród rozmaitych prac eksperymentalnych najbardziej
przelomowe okazaly sie prace inzyniera hydrauliki Pierre Du Buata (1734-1809).
Badajac opór cial poruszajacych sie w wodzie Du Buat zauwazyl, ze wystepuje
dosc wyrazna róznica w sile oporu w zaleznosci od tego, czy bedace w spoczynku
cialo jest oplywane strumieniem wody o pewnej predkosciv, czy tez cialo to
porusza sie z predkosciav w nieruchomej wodzie. Sytuacja wyglada paradoksalnie,
bowiem wydaje sie przeczyc zasadzie wzglednosci Galileusza -:- fundamentalnej
zasadzie fizyki. Pomimo usilowan w tym kierunku Du Buat nie byl w stanie
wyjasnic przyczyny tego paradoksu.

Problem sily wywieranej na cialo przez przeplywajacy plyn jest podstawowym
zagadnieniem hydrodynamiki, wiaze sie bowiem bezposrednio z problemem lotu
samolotu, pracy smigla, sruby okretowej, turbin itp. Juz Newton (1643--1727)
atakowal ten problem i rozwazajac cialo bombardowane przez swobodne czastki
doszedl do wzoru

F = eAv2,

gdzie e jest gestoscia,v - predkoscia cieczy daleko od ciala,A - stala
proporcjonalna do przekroju poprzecznego ciala (np. dla plytki umieszczonej
prostopadle do przeplywuA = 2 x pole plytki, dla kuli A = nr2).
Niestety, wzór ten moze byc sluszny jedynie dla niezwykle rozrzedzonych gazów
i pozostaje w. duzej niezgodnosci z eksperymentem. Dla realnych gestych cieczy czy
gazów czastki plynu nie odskakuja od ciala, lecz lagodnie je oplywaja. Wedlug
teorii Newtona tylko frontowa (w stosunku do naplywajacego plynu) strona
bylaby odpowiedzialna za sile wywierana na cialo, podczas gdy eksperymenty
Du Buata wykazaly, ze w wielu przypadkach wlasnie tylna czesc ciala odgrywa
decydujaca role!

Paradoks d' Alemberta - czy lepsza teoria moze dawac gorsze rezultaty

Poczatek dynamiki plynów jako teorii matematycznej mozna umiescic okolo roku
1750, kiedy to znakomity matematyk szwajcarski Leonhard Euler podal slynne
równania (nazwane pózniej jego imieniem) ruchu cieczy nielepkiej, tzn. takiej,
w której sily dzialajace na wybrany element cieczy pochodza jedynie od cisnienia.
Jest to uogólnienie faktu (prawo Pascala), ze cisnienie w hydrostatyce jest
izotropowe, tzn. jednakowe we wszystkich kierunkach. Ciecz silnie reaguje na
zmiane objetosci i niezauwazalnie na zmiane ksztaltu'

Sposród wielu mozliwych przeplywów opisywanych tymi równaniami najwazniejsze
wydawaly sie przeplywy potencjalne, a wiec takie, dla których istnieje potencjal
predkosci, tj. taka funkcja r"ze predkoscv jest jej gradientem (v = grad (f ).

podobnie jak w elektrostatyce pole elektryczne jest gradientem potencjalu.
Rozciagajac te analogie, umieszczenie w przeplywie ciala nieprzenikalnego dla
cieczy odpowiada umieszczeniu w polu elektrycznym ciala o tym samym ksztalcie
i zerowej stalej dielektrycznej. Przeplywy potencjalne sa przeplywami bezwirowymi,
tzn. takimi, ze drobne elementy plynu, jakkolwiek moga sie poruszac po
zakrzywionych torach i moga byc deformowane, to jednak nie ulegaja obrotom.
Dla cieczy opisywanej równaniami Eulera zachodzi twierdzenie (Thomsona), które
mówi, ze jesli przeplyw byl na poczatku potencjalny. wówczas juz na zawsze
pozostanie potencjalny ..
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Rys. 2

Niezerowa sile oporu uzyskal Helmholtz

(/821-1894) zakladajac, ze za cialem rozciaga

sie do nieskonczonosci strefa cienia z zerowa
predkoscia plynu. Ale takie przeplywy nie sa
potencjalne iponadto predkosc doznaje skoku
na powierzchni cienia.

Pomiedzy dwiema bliskimi równoleglymi

warstwami cieczy oddalonymi o .1/, gdzie jedna

slizga sie wzgledem drugiej z predkosciaLIv

wystepuje sila tarcia

LIv

F,='1&,
gdzie LI/ - odleglosc, a '1> Ojest stala
materialowa zwana wspólczynnikiem lepkosci.

Rys. 3 Plaski (potencjalny) profil predkosci
w rurze ewoluuje do parabolicznego na skutek
wzrostu grubosci warstwy przysciennej.
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Mogloby sie wydawac, ze majac równania opisujace ruch plynu mozna bedzie
analizujac ich rozwiazania wyznaczyc sily dzialajace na oplywane cialo. Jesli
cialo zaczyna sie poruszac osiagajac pewna stala predkosc w spoczywajacym
poczatkowo plynie, wówczas zgodnie z twierdzeniem Thomsona powinnismy miec
do czynienia z oplywem potencjalnym (bo spoczynek jest szczególnym przypadkiem
przeplywu potencjalnego). Analizujac jednakze stacjonarne potencjalne przeplywy
d'Alembert (1717-1783) zauwazyl, ze jesli predkoscv(x, y, z) i cisnienie p(x, y, z)
jest rozwiazaniem równan Eulera, to równiez -v(x, y, z), p(x, y, z) jest
rozwiazaniem tego samego problemu. Poniewaz sila wywierana na cialo w modelu
Eulera pochodzi tylko od cisnienia, to zmiana znaku predkosci nie powoduje
zmiany sily! Jezeli ponadto przeplyw daleko za cialem jest taki sam jak daleko
przed cialem (a taka sytuacja ma miejsce dla przeplywów potencjalnych), wówczas
sila dzialajaca na cialo moze byc tylko prostopadla do kierunku przeplywu, a dla
ciala symetrycznego, np. kuli, musi byc równa zeru! Oczywisty absurd znany jako
paradoks d'Alemberta. Mozna pokazac, ze w przeplywie potencjalnym,
w przypadku dowolnego ciala, sila jest zerem. W tej sytuacji nawet Euler
analizujac opór statków, prace turbin czy srub okretowych korzystal
z niepoprawnych wzorów Newtona, a paradoks oporu mimo licznych prób
pozostawal nierozwiazany. Wzory Newtona jeszcze w koncu XIX wieku byly
wykorzystywane do wykazania praktycznej niemozliwosci zbudowania latajacych
maszyn ze wzgledu na olbrzymi opór.

Wytworzyla sie wiec paradoksalna sytuacja: wzór Newtona, choc oparty na zlych
zalozeniach, dawal lepsze wyniki anizeli elegancka i matematycznie spójna teoria·
Eulera. Stawalo sie powoli jasne, ze nieuwzglednienie wewnetrznego tarcia w cieczy
moze byc odpowiedzialne za paradoks d'Alemberta. W 1821 r. Claude L. M. H ..
Navier zmodyfikowal równania Eulera uwzgledniajac sily lepkosci (tarcia
wewnetrznego) proporcjonalne do gradientu predkosci. Nieco pózniej do tego
samego rezultatu doszedl fizyk i matematyk angielski George G. Stokes.

Dosc zabawny jest fakt, ze potencjalne rozwiazania równan Eulera spelniaja
równiez równania Naviera-Stokesa, a zatem róznica pojawia $ie tylko wtedy,
kiedy wystapi sila tarcia miedzy powierzchnia ciala i oplywajaca je ciecza. Istotnie,
eksperymenty pokazuja, ze ciecz bezposrednio przylegajaca do ciala ma predkosc
zerowa i predkosc ta narasta w pewnej cienkiej poczatkowo warstwie wokól
ciala do typowych predkosci w przeplywie. A zatem w poblizu brzegu oplywanego
ciala pojawia sie wirowosc, przeplyw przestaje byc tam potencjalny. Istotnie,
przeplyw na rys. 2a mozna uwazac za superpozycje duzej ilosci wirów toczacych
sie po powierzchni ciala (rys. 2b).

Z drugiej strony równanie opisujace ewolucje wirowosci, bedace konsekwencja
równania Naviera-Stokesa, jest równaniem typu równania dyfuzji, co PQwoduje, ze
wiry generowane poczatkowo w cienkiej warstwie przy brzegu dyfunduja dalej do
obszaru, gdzie przeplyw byl poprzednio potencjalny. W ten sposób grubosc
warstwy wirowej zwanej warstwa przyscienna rosnie z pierwiastkiem odleglosci od
przedniej krawedzi oplywanego ciala. Grubosc warstwy przysciennej maleje wraz ze

l· b R Id R vL d' " .. d .wzrostem tzw. lCZ y eyno sa, = e -, g Zle e - gestosc cIeczy,v - sre ma
'YJ

typowa predkosc, aL jest typowym rozmiarem, np. srednica rury w przeplywie
przez rure lub srednica kuli przy oplywie kuli.

Paradoks symetrii - niestabilnosc i turbulencja

Wyobrazmy sobie nastepujace doswiadczenie przeprowadzone przez Reynoldsa: do
rury (rys. 4) wplywa woda z duzego zbiornika. W srodku przekroju rury
wpuszczony jest barwnik, np. atrament, który plynie razem z ciecza. Przy niezbyt
duzych predkosciach przeplywu obserwujemy równomierna struzke barwnika jak
na rys. 4a. Po przekroczeniu pewnej krytycznej predkosci obraz przeplywu nagle
sie komplikuje, staje sie bardzo chaotyczny, jak mówimy - turbulentny. Tak wiec
mimo symetrycznych, jak sie wydaje, przyczyn i symetrii praw przyrody skutek
jest wysoce niesymetryczny. Wyjasnienie tego "paradoksu" opiera sie na pojeciu
niestabilnosci. Symetryczny przeplyw staje sie niestabilny po przekroczeniu
krytycznej liczby Reynoldsa, w przypadku ruryRkr ::: 2300.
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Rys. S Niestabilnosc dymu z papierosa

Przeplyw wody ('7 '" 10-2 gcm-1s-l) w rurze

o srednicy L = 2 cm jest turbulentny juz dla

predkosci powyzcj ok. 10~.s

Rys. 6 SCiezka wirów za walcem (po lewej

stronic fotografii) przy R = 140

Rozwiazanie zadania M 334.

Pojawienie sie turbulencji wyjasnia do pewnego stopnia paradoks Du Buata.
Mianowicie w prakty((e prawie kaMy strumien jest nieco turbulimtny. Przeplyw
wody w rzece jest bardziej burzliwy ni~ oplyw przedmiotu poruszajacego sie
w spokojnej wodzie jeziora, co daje ró~nice w oporze i pozwala nadal wierzyc
w zasade wzglednosci. Zamiast paradoksu wzglednosci pojawia sie jednak~e
problem opisu turbulencji.

Liczba Reynoldsa ma du~e znaczenie w hydrodynamice. Wyra~a stosunek sil
bezwladnosci do sil tarcia wewnetrznego w przeplywie. Dwa przeplywy
(w ogólnosci ró~nych) cieczy w sytuacji geometrycznie podobnej wygladaja tak
samo, jesli maja te sama liczbe Reynoldsa. Dla przykladu przeplyw miodu
(du~e ",) w jakims naczyniu mo~na wymodelowac przeplywem wody
(", :::::10-2 gcm-1s-1) biorac np. odpowiednio mniejsze wymiary naczynia czy te~
mniejsza predkosc wody.
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Pojawienie sie warstwy przysciennej wyjasnia do pewnego stopnia paradoks
d' Alemberta. Na skutek istnienia warstwy przysciennej przeplyw przestaje byc
potencjalny i w ogólnosci za cialem pojawia sie pewna sciezka wirów. Fakt ten ma
miejsce nawet jesli z lepkoscia przechodzic do zera, co odpowiada przejsciu od
równan Naviera-Stokesa do równan Eulera. W tym przypadku sciezka wirowa
staje sie nieskonczenie cienka i w konsekwencji daje nieciaglosc predkosci badz tez
wystapienie pewnego wiru dookola oplywanego ciala (patrz artykul W. Kuzaka,
Delta 4/1982).Otrzymujemy niezerowa sile!

Rozumowanie to jest przyblizone, poniewaz

równanie Bernoulliego jest konsekwencja

równan Eulera, a nie równan Naviera-Stokesa.
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Rozpatrzmy potencjalny oplyw walca potokiem cieczy idealnej bez lepkosci
naplywajacym z lewa z predkosciaVo (rys. 7). Zgodnie z prawem Bernoulli'ego

2 ..

(! -'1--+P = const, a wiec w punktach A, A', gdzie ciecz ma predkoscv = O,

cisnienie jest maksymalne, natomiast w punktachB, B' predkosc osiaga maksimum,
po czym oplywajac walec ciecz jest hamowana, co prowadzi do wzrostu cisnienia
kosztem energii kinetycznej. Dla cieczy, w której wystepuje tarcie, sytuacja taka jest
niemozliwa, czesc energii kinetycznej ulega dyssypacji, wskutek czego linie pradu
bliskie powierzchni walca nie sa juz w stanie dotrzec do punktuA' i wczesniej
nastepuje tzw. oderwanie warstwy przysciennej (rys. 8), co prowadzi do pojawienia
sie wirów w okolicy punktu A'. Dalszy wzrost liczby Reynoldsa prowadzi do
dalszych komplikacji Rrzeplywu, dopiero co utworzone wiry zaczynaja byc kolejno
wymywane (rys. 9), az wreszcie dla dostatecznie duzych liczb Reynoldsa przeplyw
za walcem staje sie turbulentny (rys. 10). Jaki jest mechanizm powstawania
turbulencji? W warstwie przysciennej generowana jest wirowosc. Na skutek
odrywania sie warstwy przysciennej powstaja duze wiry o wymiarach
porównywalnych z rozmiarami charakterystycznymi wystepujacymi w przeplywie,
jak srednica rury czy tez promien walca. Wiry te oddzialuja z przeplywem,
sa rozciagane i rozrywane, co prowadzi do powstawania mniejszych wirów.
Te z kolei sa przyczyna powstawania jeszcze mniejszych itd. Kaskadowy
mechanizm napedzania coraz to mniejszych wirów powoduje powstawanie
bardzo malych wirów, których energia wskutek lepkosci jest szybko
zamieniana na cieplo. Wszystko to razem powoduje, ze struktura przeplywu jest
bardzo skomplikowana i. analityczne czy tez numeryczne rozwiazywanie
przeplywu staje sie niemozliwe nawet przy uzyciu najpotezniejszych maszyn
liczacych. Przypomina to troche sytuacje duzej liczby molekul gazu zamknietych
w naczyniu i wykonujacych chaotyczne ruchy. Wprawdzie mozna napisac ich
równania ruchu, jednakze trudno nawet pomyslec o ich rozwiazaniu. Na szczescie
interesuja nas jedynie pewne wielkosci srednie, takie jak temperatura gazu,
cisnienie czy tez srednia predkosc, a te daja sie stosunkowo latwo obliczyc
metodami fizyki statystycznej. Podobnie w przeplywie turbulentnym wystarczyloby
wyznaczyc pewne wielkosci srednie w otoczeniu kazdego punktu, takie jak srednie
cisnienie czy srednia predkosc.

Rys'. [O

Rys. 11 Rozklad energii w wirach

obszar inercyjny I/}, przenoszenie
(dyssypocjo zonie- , o energii do
odbywa/no) : malych wirów

,

Bylo juz wiele prób skonstruowania równan statystycznej
teorii turbulencji, które jako jedyne niewiadome
zawieralyby wielkosci srednie. Wprowadzajac
hipotetyczne czastki turbulencji L. Prandtl(1875-1953)
uzyskal równania na srednie predkosci i srednie
cisnienia. Równania te sa formalnie podobne do równan

'Naviera-Stokesa, w których jednakze zamiast zwyklej
lepkosci pojawia sie tzw. lepkosc turbulentna bedaca
konsekwencja dyfuzji "czastek" turbulencji. Równania
tego typu maja pewne praktyczne znaczenie, jednak
ciagle sa jeszcze bardz<;l dalekie od opisu rzeczywistosci.
Eksperyment pokazuje; ze wystapienie turbulencji
zwiazane jest z utrata stabilnosci przeplywu laminarnego.
Zanim przeplyw po utracie stabilnosci osiagnie rezim

mate wiry I/}, tZW. turbulencji rozwinietej, przechodzi on przez
(lepkosc istotno) pewne stany przejsciowe. Mamy wiec rozmaite

stadia turbulencji. Wydaje sie, ze najlatwiej sza w opisie
powinna byc turbulencja rozwinieta, ta najbardziej chaotyczna. Blizsze badanie
równan Naviera-Stokesa pokazuje, ze w przypadku turbulencji rozwinietej
(izotropowej) rozwiazanie problemu sprowadzaloby sie do wyznaczenia rozkladu
energii w wirach, tzn. do odpowiedzi na pytanie, ile energii unosza wiry o danych
rozmiarach.

E(Ij,,)

energio
dostarczono
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Metodami analizy wymiarowej, która jest wyrazem faktu, ze zjawiska
fizyki nie moga zalezec od wyboru jednostek, slynny radziecki matematyk
Kolmogorow doszedl do wniosku, ze dla wirów o srednich rozmiarach rozklad
energii powinien byc dany wzorem

E(A) = Ce2/3 }.5/3.

gdzie C - pewna stala, c - energia dostarczona z przeplywu przez duze wIry oraz
}. - rozmiar wiru.

Problem turbulencji usilowal równiez rozwiazac slynny fizyk niemiecki Werner
Heisenberg. Rezultaty, które otrzymal, do pewnego stopnia pokrywaja sie
z rezultatami Kolmogorowa. Mimo licznych i upartych usilowan zadna
z podejmowanych prób nie doprowadzila jednak do zadowalajacej teorii
turbulencji. Z tego tez powodu niektórzy nazywaja turbulencje grobem dla
gemuszy.

Turbulencja i dziwne atraktory

W ostatnich latach podjeto usilowania wyjasnienia natury turbulencji wykorzystujac
pojecie dziwnych atraktorów (patrzDelta 7/1982). Stan ukladu w danej chwili,
tzn. chwilowe predkosci v(x, y, z) oraz chwilowe pole cisnieniap(x, y, z) mozna
reprezentowac punktem w pewnej przestrzeni nieskonczenie wymiarowej -
przestrzeni stanów. Mozna to sobie wyobrazic nastepujaco: - gdyby interesowala
nas predkosc i cisnienie tylko w jednym punkcie np. wx = y = z = O, wówczas
zbiór wszystkich mozliwych v(O, O, O) i p(O, O, O) stanowilby czterowymiarowa
przestrzen, w przypadku dwu punktów juz osmiowymiarowa i ogólnie dla
przypadku n punktów trzeba by 4n-wymiarowej przestrzeni. Poniewaz liczba
punktów w przestrzeni jest nieskonczona, zatem i wymiar naszej przestrzeni stanów
jest nieskonczony. '

W miare uplywu czasu polev oraz p zmienia sie
i ewolucja ukladu moze byc przedstawiona jako krzywa
w przestrzeni stanów parametryzowana czasem. W ten
sposób z kazdym punktem poczatkowym{v(x, y, z),
p(x, y, z)} zwiazana jest pewna trajektoria wyznaczona
przez równania Naviera-Stokesa. Innymi slowy
rozwiazanie równan Naviera-Stokesa polegaloby
na skonstruowaniu pewnego odwzorowaniaS(T),
T > O przestrzeni stanów, które kazdemu stanowi
{vt, Pt } w chwili t przyporzadkowuje stan w chwili
o T pózniejszej. Rzecz jasnaS(T) . S( T) = S(2T)
i ogólnie S(T)' S(T') = S(T+ T'). Jesli teraz uklad, tzn.
odwzorowanie S( T), ma dziwny atraktor, wówczas
moze sie zdarzyc, ze trajektoria przechodzaca w poblizu
tego atraktora zostanie do niego przyciagnieta i bladzac
w coraz to blizszym otoczeniu atraktora bedzie
wykonywac na pozór bardzo chaotyczne ruchy. W takim
przypadku ogólny (statystyczny) obraz ruchu bylby
nieczuly na zmiany poczatkowego stanu.

Jesliby teraz udalo sie okreslic strukture takiego atraktora oraz wyznaczyc sredni
czas przebywania trajektorii w poblizu kazdego punktu atraktora, wtedy staloby sie
mozliwe skonstruowanie statystycznej teorii turbulencji (podobnie jak dalo sie
zbudowac mechanike statystyczna) i problem turbulencji bylby rozwiazany. Latwo
sobie wyobrazic, ze uklad w ogólnosci moze miec wiele dziwnych atraktorów, a co
za tym idzie wiele rezimów turbulencji, kazdy zwiazany z odpowiednim atraktorem.

rozwigzanie równanN-S

Rys. 12 Na rysunku bylismy w stanie

uwzglednic jedynie trzy wymiary przestrzeni

stanów, np.wartosci predkosci w wybranym
punkcie przestrzeni fizycznej.

Jak dotad nie potrafimy tego zrobic dla równan, które sa dziecinnie proste
w porównaniu z równaniami Naviera-Stokesa. Dlatego problem turbulencji
wydaje sie teraz trudniejszy, niz wydawalo sie 15 czy 20 lat temu i pod wzgledem
trudnosci nie ustepuje np. problemom kwantowej teorii pola. Równanie Eulera
wypisane okolo 1750 roku czy Naviera-Stokesa (1821) oraz wzajemne relacje
miedzy rozwiazaniami tych równan mimo dwóch wieków pracy fizyków
i matematyków ciagle stanowia jeszcze wielka zagadke.
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