
o polu prostokata

P:<O, +oo)x<O, +(0) .....•<°. +(0).

P(al+az,b) = P(al. b)+ P(az, b),

P(a, hl +bz) = P(a. bl)+P(a, bz).

(1)

(2)

(3)

Pole prostokata o bokacha i b wyraza sie wzorem:P = a' b. Dlaczego? Czy wzór ten zostal nam

narzucony przez autorów podreczników i zalezy wylacznie od ich wyboru? Czy tez moze jest on
koniecznoscia i nie ma innej mozliwosci; innymi slowy moze mozna go udowodnic?
Aby móc na te pytania odpowiedziec. musimy wpierw dobrze zdac sobie sprawe z tego. czym
wlasciwie jest pole prostokata. Mozemy powiedziec. ze jest to miara wielkosci prostokata.
Zauwazmy jednak. ze zdanie to nie jest bynajmniej definicja. gdyz zastepuje tylko jedno
niesprecyzowane pojecie (pole) przez inne (miara wielkosci). Niemniej pozwala ono odwolac sie
do ihtuicji geometrycznej. Jakiez zatem wlasnosci powinna miec taka miara wielkosci prostokata?

Intuicja geometryczna sugeruje nam. ze powinna ona spelniac nastepujace trzy warunki:

A. Kazdy pTostokat ma jednoznacznie okreslone pole. które wyraza sie liczba rzeczywista
nieujemna.

B. Przystajace prostokaty maja równe pola.

C. Jezeli prostokat podzielimy na dwie czesci odcinkiem równoleglym do któregokolwiek z boków,
to suma pól powstalych w ten sposób prostokatów jest równa polu wyjsciowego prostokata.

Zanim posuniemy sie dalej w naszych rozwazaniach. trzeba jasno stwierdzic. ze powyzsze
postulaty, aczkolwiek dyktowane intuicja geometryczna. nie sa bynajmniej konieczne i w znacznym
stopniu przyjecie ich zalezy od naszej woli.

Zgadzamy sie. ze miara powinna byc liczba nieujemna. ale sa przeciez wielkosci (np. temperatura,
czas). których miare wyrazamy w liczbach wzglednych.

Dwa przystajace prostokatne poletka gruntu moga miec rózna cene (a cene wszak tez mozemy
uwazac za pewna miare) w zaleznosci od polozenia. gleby itp.
Wreszcie np. dwie pieciodekowe paczki kawy kosztuja wiecej niz jedna paczka dziesieciodekowa.
Tak wiec w pewnych okolicznosciach miara nie musi spelniac zadnego ze sformulowanych
powyzej postulatów A. B. C. W przypadku pola prostokata wydaja sie nam one rozsadne i zgodne
z nasza intuicja. zatem jestesmy gotowi przyjac je bez zastrzezen. Zalezy to jednakze od naszej
woli. od naszego wyboru.

Zgódzmy sie zatem, ze przyjmujemy postulaty A. B. C i postarajmy sie teraz przetlumaczyc je na
jezyk matematyczny. Poniewaz prostokaty o bokach odpowiednio równych sa przystajace. wiec
z postulatów A i B wynika. ze pole prostokata zalezy wylacznie od jego boków (czy tez.
dokladniej, od dlugosci jego boków). Scislej mówiac, pole to jest funkcja:P = P(a, b). okreslona
w pierwszej cwiartce ukladu wspólrzednych i przyjmujaca wartosci w zbiorze <0,+ (0):

Najistotniejsze informacje zawiera jednak postulat C. DOkónujac opisanych podzialów (patrz
rysunek) widzimy, ze funkcjap musi spelniac nastepujace dWi'..zwiazki:
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Zwiazki (2) i (3) musza byc prawdziwe dla wszystkich nieujemnycha. b. al. az. bl, bz; sa zatem
tozsamosciami. Nasze zadanie mozna wiec sformulowac nastepujaco:

znalezc funkcje (1), dla której zwiazki (2) i (3) sa spelnione tozsamosciowo wzgledem wszystkich
wystepujacych tam zmiennych.

Tego typu zadania, w których problem polega na wyznaczeniu niewiadomej funkcji na podstawie
zadanej tozsamosci, która funkcja ta ma spelniac, nosza nazwerównan funkcyjnych.

Zwiazki (2) i (3) sa' wlasnie przykladami równan funkcyjnych.
Zostawmy na chwile problem wzoru na pole prostokata i zajmijmy sie 'równaniami funkcyjnymi. Jednym
z najwazniejszych równan funkcyjnych jest równanie Cauchy'ego~ a?

(4) [(x+y) = [(x)+[(y).

b
Postarajmy sie wyznaczyc funkcje[: <O,+ 00) -+ <O, + 00) (tj. (unkcje o wartosciach nieujemnych, okreslona dla
nieujemnych wartosci zmiennej niezaleznej) spelniajaca zwiazek (4) dla wszystkich nieujemnychx, y. W szczególnosci (41
ma zachodzic dlax = y = O.
Zastepujac w (4)x i y przez zero otrzymamy [(O)= 2[(0), skad wynika, ze

a (5) [(O) = O.

Przez indukcje latwo udowodnic, ze

[«k+l)x) = [(x+kx) = [(x)+[(kx) =f(x)+k[(x) = (k+l)[(x),

dla wszelkichx nieujemnych i wszelkichn calkowitych nieujemnych. Istotnie. dlan = Oprawdziwosc zwiazku (6)
wynika z (5). Zakladajac, ze zachodzi dla pewnego calkowitegon = k ;. Oi dla wszelkichx ;. O,mamy dlan = k + l
i dowolnego x ;. O:

1----
h ----- b

____ ,,1

~

(6) [(nx) = n[(x)

a gdzie'po drodze wykorzystalismy wlasnosc (4) dlay = kx. Tak wiec zwiazek (6) zoslal udowodniony.
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gdyz[(1) = e.

Udowodnimy teraz, ze zwiazek (8) zachodzi nie tylko dlar wymiernych, ale dla dowolnychr rzeczywistych nieujemnych.
W tym celu utwórzmy nowa funkcje

Oznacza to, ze funkcjag jest okresowa, o okresie l, czylig(x+ l) = g(x). Poniewaz wartosci funkcji [sa nieujemne,
a wartosc wyraz~niaex dla x E (O, l) nie przekracza c, wiec z (9) widzimy, ze funkcja g spelnia warunek

[(r) = er

[(rx) = r[(x)

P(a, b) = cab.

g(x) = [(xl-ex,

P(a, b) = c(b)a.

I(-x) = -/(x) ,

g(x) '" -e dla x E (O, l).

(7)

(8)

dla wszystkich nieujemnych rwymiernych.

(9)

(10)

(11)

Z okresowosci zas wynika, ze nierównosc (10) jest sluszna dla wszystkichx'" O. Wezmy teraz dowolnex E (O, l). Na
podstawie wzoru (9) oraz równania (4), gdzie przyjmujemyy = l-x, mamy

g(x)+g(l-x) = [(x)-ex+[(I-x)-e(l-x) = [(I)-e = O, tj.
g(x)+g(l-x) = O.

(13)

(14)

(15)

Pokazemy z kolei, ze zwiazek(6) pozostaje równiez sluszny dlan wymiernych nieujemnych. Wezmy dowolne liczby
calkowite p", O, q > O oraz dowolna liczbe rzeczywistax'" O. Mamy na podstawie (6):

p[(x) = [(px) = [(qf x) = g[(f x). skad [(f x)= f[(x).
Innymi slowy, funkcja [spelnia zwiazek

Jezeli teraz podstawimy wzór (13) do równania (3) i przyjmiemy, zea = l, to otrzymamy e(b, +b,) = e(b,)+e(b,),
co oznacza, ze funkcja c równiez spelnia równanie (4). (Nie jest istotne czy zmienne niezalezne oznaczymy przezx. y,

czy przez b" b,). Musi byc zateme(b) = cb,gdzie w,p6lczynnik e jest juz teraz staly. Podstawiajac znaleziona postac
funkcji c do wzoru (13) otrzymamy

gdzie, jak wyzej,e = [(I).

Uwzgledniajac fakt, ze funkcja[sp,lnia równanie (4) w szczególnosci dlay = l, otrzymamy

g(x+ l) = [(x + I)-e(x+ l) = [(x)+[(I)-ex-e = [(xl-ex = g(x),

Mozemy obecnie rozwiazac równania (2) i (3). Ustalajac na chwile w (2) zmiennab i piszac[(x) = P(x, b)widzimy,
ze funkcja[sp,lnia równanie (4). Musi byc zatem postaci (12), gdzie wspólczynnike moze jednak zalezec od ustalonej
chwilowo wartosci zmiennej b:

co oznacza, ze1jest funkcja nieparzysta. Poniewaz przy wyprowadzaniu zwiazku (7) nie

korzystalismy z nieujemnosci anix, ani I, wiec zwiazek ten jest sluszny i w obecnym J?fzypadku,
a z (15) wynika, ze (7) zachodzi dla wszystkichx rzeczywistych ir wymiernych. Dalszego
rozumowania, prowadzacego do wzoru (12), nie da sie jednak powtórzyc, gdyz korzystalo ono
w bardzo istotny sposób z zalozenia o nieujemnosci funkcjif Jezeli zalozymy dodatkowo, ze1
jest funkcja ciagla lub monotoniczna, to ze wzoru (8) (waznego teraz dla dowolnych wymiernych
r) wyniknie wzór (12) (wazny dla dowolnych rzeczywistychx). Jesli jednak nie zalozymy o funkcji
nic wiecej ponadto, ze spelnia ona równanie (4), to czy moze miec ona inna postac niz (12)?

Pytanie to nurtowalo matematyków przez wiele lat, a odpowiedz okazala sie zupelnie
nieoczekiwana: zalezy ona od tego, jaka matematyke przyjmiemy. Gdyz matematyka jest
systemem dedukcyjnym i zalezy od przyjetego ukladu aksjomatÓw. Tak, jak mozemy miec rózne
geometrie (geometria euklidesowa i rózne geometrie nieeuklidesowe), tak tez mozemy miec

Chcemy pokazac, z, funkcjag jest id,ntycznie równa zeru. Gdyby w jakims punkciex E (O, I) wartosc funkcjig byla
rózna od zera, to jak wynika ze zwiazku (II) d~k!adnie jedna z wartoscig(x) i g(l - x) bylaby ujemna. NiechXobedzie
takim punktem przedzialu (O, I), zeg(xo) <O. Na pod,tawie (6) mamy dla dowolnychn naturalnych

g(nxo) = [(nxo)-enxo = n[(xo)-nexo = n[[(xo)-exol = ng(xo).

Zatem dla dostatecznie duzegon naturalnego bedziemy mielig(nxo) < - c, co jest sprzeczne z (10). Funkcjag musi
wiec byc tozsam")sciowo równa zeru, w przedziale (O,l), a wobec okresowosci musi byc ona tqzsamosciowo równa
zeru w calym przedziale (O,+ (0). Oznacza to (por. (9», ze '

(12) [(x) = ex dla wszystkich x E (O, (0).

Tym samym wyznaczylismy funkcjef. a wiec rozwiazalismy równanie (4).

WrÓCmy teraz do równania (4), ale zalózmy tym razem, ze funkcja niewiadoma/jest typu
1:(-00, +00)-> (-00, +00).Mozemy wówczas polozyc w (4)y = -x i biorac pod uwage
zwiazek (5) otrzymamy

dla wszystkich nieujemnychx rzeczywistych i r wymiernych. Kladac w (7) w szaególnoscix = 1 i oznaczajac [(I) =e,
otrzymujemy

Co robi we wzorze (14) w,pólczynnike? Jest on zwiazany z jednostka pomiaru pola. Jesli umówimy sie, ze kwadrat
o boku l ma pole jednostkowe, to wówczase = I. Jesli jednak np. boki prostokata mierzyc bedziemy w metrach, pole
zas w centymetrach kwadratowych, toe = 10000. Tak wiec nasze rozumowanie dalo nam na pole prostokata wzór (14),
ogólniej)zy, niz klasyczny wzór P = ab, bo uwzgledniajacy jednostki pomiaru.

Z:lrazem otrzymalismy odpowiedzna pytania postawione na poczatku artykulu. O ile przyjmiemy postulaty A, B, C.
to wzór (14) jest jedynym m~zliwym wzorem na pole prostokata. Przyjecie tych postulatów, aczkolwiek dobrze
umotywowane intuicja geometryczna, zalezy jednak od naszej woli.p k"'--_-1 q<p-q- -- -.::-F>~,----=.- -

q >p
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Rozwiazanie zadania F 77
Cisnienie w powietrzu oraz w cieczy na jej
poziomej powierzchni jest równe cisnieniu

atmosferycznemu p. W zwiazku z tym
cisnienie wywierane na zanurzona czesc plyty
przez cIecz tworzaca menisk wklesly jest
mniejsze od cisnienia atmosferycznego, zas
przez ciecz twor'l.aca menisk wypukly musi
byc wieksze od cisnienia atmosferycznego.
Dzieki zjawisku wloskowatosci nie ma

równowagi cisnien dzialajacych na zewnetrzne
i wewnetrzne plaszczyzny plyt. Widac to latwo
na rysunku, którego analiza przekonuje, ze
plyty w przypadku (a) i (b) przyciagaja sie,
podczas gdy w przypadku (c) odpychaja.
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Rozwiazanie zadania M 137
Mozemy zalozyc, ze cIIUIlOSCboku kwadratu
Wynosit. Przeprowadzajac konstrukcje
opisana w zadaniu M 136 dla
n = 2,4,8 •... 2t, ...przekonamy sie, ze
istnieja ciagi(Pt), (gt), (rk), (Sk) takie, zePk,
qk, Tk, St leza w jednym kwadracie o boku2-k
oraz F,(Pk) '" Pk,,, F,(gk) ~ qk.lo
F,(Tk) '" Tk,20 F2(St) ~ Sk,,; dolne wskazoiki
l, 2 <>znaczajanumery wspólrzednych.

Z ciagu (Pk) mozna wybrac podciag(Pk,)
zbiezny do pewnego punktux kwadratu. Ale
do tego samego punktu beda zbieZ!'e ciagi
~,), (Tkl) i (Ski)'

Poniewaz terazF, i F. sa funkcjami ciaglymi,
wiec

F,(x) =I~~ F,(Pt,) "'I~~ Pkl" = x,

i analogicznieFI (x) ~ x,, F.(x) '" x. oraz
F.(x) ~ x., skad wynika, zeF,(x) = XI

i F.(x) = X2, czyli F(x) = x, c.b.d.o.

--

Rozwiazanie zadania M 136
Zamalujmy na czerwono te pola, ·dla których
F,(x) < x, dla wszystkichx lezacych we
wnetrzu lub na brzegu p-Ola~a na zielono

pola, dla którychF,(x) > x, dla wszystkich
punktów pola domknietego. Poniewaz na
lewym brzegu nie moga lezec pola czer.vone,
na prawym - pola zielone i dwa pola róznych
kolorów nie moga sie dotykac, król nie moze
przejsc od lewego brzegu szachownicy do
prawego nie wcbodzac na pole nie
zamalowane. Wobec tego (p. zad. M 135)
wieza moze przejSCod górnego brzegu do
dolnego po nie zamalowanych polach.
Zamalujmy teraz na niebiesko te pola na jej
drodze, których wszystkie punkty spelniaja
warunekF.(x) > x. i na zólto te pola, ze
wszystkie ich punkty sa przesuwane" w dól":
F.(x) < x •. Rozumujac analogicznie, jak to
pok.aza.lismy powyzej~przekonamy sie, ze co

najmniej jedno pole na drodze wiezy i teraz
pozostanie nie zamalowane. Znaczy to, ze
istnieja w tym polu punktyp, q, T, s spelniajace
warunki zadania.

AlIt-
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•.• pola zielone
- pola czerwone

~ droga wiezyl pola zóltel pola niebieskie

rg pole znalezione

rózne matematyki. Jezeli do ukladu aksjomatów, na których oprzemy nasza matematyke,
wlaczymy tzw. pewnik wyboru, to - jak pokazal w 1905 roku matematyk niemiecki G. Hamel-

równanie (4) ma równiez rozwiazanie nie wyrazajace sie wzorem (12). Istnieja jednak matematyki,
w których funkcje (12) sa jedynymi rozwiazaniami równania (4).

Oczywiscie istnieje duzo innych równan funkcyjnych, postacia i wlasnosciami nieraz bardzo

rózniacych sie od podanego tutaj przykladu. Niektóre typy równan funkcyjny~h, jak np. równania
rózniczkowe czy calkow::, wyodrebnily sie dzis w osobne dyscypliny matematyczne. Obecnie pod
nazwa "równania funkcyjne" rozumie sie takie równania funkcyjne, w których nie wystepuja
pochodne ani calki. Nawet po tym ograniczeniu bogactwo i rozmaitosc róznych rodzajów i typów

równan funkcyjnych sa pgromne. Jesli dodamy ponadto, ze równania funkcyjne pojawiaja sie
w niemal wszystkich dziedzinach matematyki, stanie sie jasne, ze stanowia one fascynujacy
przedmiot badan naukowych. Wsród pionierów tych badan znajduja-sie równiez najwybitniejsi
matematycy polscy, jak Waclaw Sierpinski czy Stefan Banach. A dzisiaj w badaniach nad

równaniami funkcyjnymi matematycy polscy odgrywaja czolowa role na swiecie.

Rozwiazania równania (4), rózne od funkcji(2), sa bardzo nieregularne i maja bardzo osobliwe

wlasnosci. Nie sa one ograniczone ani z góry, ani z dolu na zadnym przedziale, ich wykresy sa
geste na plaszczyznie i nie dadza sie one zapisac efektywnym wzorem.

o
~

Rozwiazanie zadania M 13S
Powiekszmy szachowni<e, dodajac przy jej
dolnym brzegu jeden rzad pól nie
zamalowanych. i rozpatrzmy obszarA zlozony
ze ws,zystkichpól, do których moze dotrzec
wieza wychodzac z dodaoego r~du i.nie
pnechodzac przez pola Zlmalowaoe. Teza
naszego zadania jest równowazna tem~ zeA

zawiera pewne pole przy górnym brzegu
szachownicy. Przypuscmy, ze tak nie jest.
Dolaczajac doA wszystkie poh lezace
calk.owicie wewnatrz niego, otrzy'mamy nowy
obszarB, równiez nie zawierajacy pól przy
górnym brzegu szachownicy, którego brzegiem
jest zamknieta lamana.. Niech teraza i b beda
punktami tej lamanej lezacymi odpowiednio
na lewym i prawym boko szachownicy i
najblizszymi górnemu jej brzegowi (gdyby na
bocznych kra wedziach szachownicy takich pól
nie bylo, wieza moilaby przejsc z dolu do
góry). Lamana ta zawiera droge laczacaa i b
przebiegajaca powyzej dolnego brzegu
szachownicy i rozdzielajaca pola zamalowane
od nie zamalowanych. Król mole przejSCod
lewego do prawego brzegu szachownicy po
zamalowanych.Dolach przyleglych do tej
drogi - wbrew zalozeniu.

--

_ pole zamalowane8 obszar~ B
~ droga króla
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