
Funkcja moze nie byc ciagla w zadnym punkcie. Standardowym
przykladem jest funkcja Dirichleta;

\

Zaczniemy od kilku przykladów. Bedziemy rozpatrywac tylko
funkcje, których dziedzina i przeciw dziedzina jest zbiórR liczb
rzeczywistych.

g(x) = XQ(x)' (x-ao)(x-a,)' .... (x-a,,).

Oznaczmy przezM srednice zbioruA, tj. róznice miedzy

najwieksza i najmniejsza liczba zA. Jezeli O < 15 < 1 i
a,-ó < x < a,+ó, to

+cp(x-a,,),

gdy x = plq, a ulamek plq jest nieskracalny,

gdy x jest liczba niewymierna.
lf'(x) = Jl/q

lo

cp(x-ao)+ cp(x-ad+

a w zbiorze liczb naturalnych;
00

L 2-"cp(x-n).
n=O

A oto funkcja, któ~ej zbiór punktów nieciaglosci (usuwalnych)
jest zbiorem.Jiczb wymiernychQ. Nazywa sie ona funkcja
Riemanna;

Mozna latwo sprawdzic, ze ma ona postulowane wlasnosci;
mozna tez poszukac dowodu "gdzies" w numerze. Jesli zas
kogos interesuje przyklad funkcji o nieusuwalnych nieciaglosciach
w punktach wymiernych, powinien spojrzec na koniec artykulu.

W "teoretycznej" czesci artykulu podamy dwa twierdzenia
mówiace cos o zbiorach nieciaglosci funkcji rzeczywistej.
Wyróznimy najpierw dwie klasy zbiorów;Fa i G~. Powiemy, ze

zbiór pewnych liczb rzeczywistych jest typuFa, jesli jest suma
przeliczalnej rodziny zbiorów domknietych; jest zas typu G~,
jesli jest czescia wspólnaprzeliczalnej rodziny zbiorów otwartych.

Funkcja o nieusuwalnych nieciaglosciachw skonczonym zbio.rze
A = {ao, al, ... , all} jest na przyklad

Zbiór jest przeliczalny, gdy jego elementy mozna ustawic'w ciag. Zbiór liczb
wymiernych jest przeliczalny. a zbi6r (wszystkich) liczb rzeczywistych nie.

gdy x jest liczba wymierna,

gdy x jest liczba niewymierna.
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~ Jak nieciagle
moga byc funkcje?

{I,XQ(x) = O,

...-
~~.....•....••.
r--

Jej nieciaglosc wynika z tego, ze w otoczeniu dowolnego punktu
przyjmuje zarówno wartoscO, jak i I. Za pomoca funkcji
Dirichleta latwo skonstruowac funkcje, która jest ciagla tylko

na skonczonym zbiorzeA = {ao, al' ... , a,,}. Okreslamy ja
wzorem

Ig(x)-g(a,)1 = Ig(x)1 < ó· (M+1)".

A zatem dla dowolnegoE > O wystarczy wziac

0= min {I , E }, by z tego, izlx-at! < 15 wynikalo, ze(M+ 1)"

Ig(x)-g(a,)1 < E. To zas znaczy, zeg jest ciagla wa/, dowolnie
wybranym punkcie zbioruA. Gdyby funkcja g hyla ciagla
w jakimkolwiek punkcie x $ A, to funkcja XQ (jako iloraz dwu
funkcji ciaglych wx) bylaby tez ciagla wx.
Mozna tez skonstruowac funkcje, która bedzie ciagla tylko

w punktach o wspólrzednych calkowitych:

Latwo zauwazyc, ze zarówno zbiory otwarte, jak i zbiory
domkniete sa iFa, i G~. Zbiór jest typu Gó wtedy i tylko wtedy,
kiedy jego dopelnienie jest typuFa. Takze przeciwnie; jest typu
Fa wtedy i tylko wtedy, gdy uzupelnienie jest typuGó• Zbiór
liczb wymiernych jest typuFa - jest bowiem przeliczalna suma
jedno punktowych zbiorów domknietych.

Wzorujac sie na poprzednim przykladzie mozna dla dowolnego
zbioru A typu Fa znalezc funkcje, dla którejA bedzie zbiorem
punktów nieciaglosci. O~azuje sie, ze wiecej przykladów znalezc
nie mozna.

h(x) = XQ(x) . sin(nx).

Dowód ciaglosci jest jeszcze latwiejszy, a nieciaglosci - taki sam
jak poprzednio. A czy uda sie Czytelnikowi znalezc funkcje
ciagla tylko w zbiorze liczb wymiernych?

Twierdzenie Zbiór punktów nieciaglosci funkcji rzeczywistej iest
typu Fa.

Oczywiscie, równowaznym sformulowaniem twierdzenia jest;
zbiór punktów ciaglosci funkcji rzeczywistej jest typu G~.

Podamy teraz przyklady funkcji, które sa ciagle w "wiekszosci"
punktów. Oto funkcja nieciagla tylko w jednym punkcie;

/ g(x) = {~
x i' O,

x = O.

Dowód tego twierdzenia nie jest trudny. Nazwijmyoscylacja

funkcji Iw przedziale (a, b) liczbe

w(a, b) = sup {1/(x) - I(y) I ; x, Y E (a, b)},

a oscylacja w punkcie xwielkosc

Mozna z niej latwo zrobic funkcje ciagla wszedzie zmieniajac

jej wartosc wO. O tego rodzaju nieciaglosci mówimy, ze je~t

usuwalna (rys. 1). A oto funkcja ciagla wszedzie pozaO, przy
czym nieciaglosc wO jest nieusuwalna (rys. 2).

{sinO/x) x i' O,
cp(x) =

O x = O.

W(x) = inf{w(x-E, X+ E); E> O}.

Pokazemy,ze zbiórGr = {x; w(x) < t} jest otwarty. NiechXo

bedzie takim punktem, ze oscylacja funkcji jest w nim mniejsza
niz t. Znaczy to, ze dla pewnegoE > O mamy

W(Xo-E, Xo+E) < t . .-

Niech IXI-xol < E/2. Wtedy przedzial (X,-EI2, x, + E/2)

~.
~

------

Rys; l Nieciaglosci usuwalne Rys. 2 Nieciaglosci nieusuwalne

B



jest zawarty w(xo - e, Xo + e), a wiec W(Xl - e/2, Xl + e/2) .;;

.;; W(Xo - e, Xo + e), czyli W(Xl) < t.

Pokazalismy, ze dla dowolnego punktuXu E Gr pewne jego
otoczenie jest zawarte wGr - .a wiec Gr jest istotnie zbiorem
otwartym. Dla zakonczenia dowodu twierdzenia wystarczy
zauwazyc, ze

00

{x: w(x) = O} = n {x: w(x) < l/n},
/ n=1

oraz ze funkcja /jest ciagla w pewnym punkcie wtedy i tylko
wtedy, gdy ma w nim zerowa oscylacje.

Jesli Czytelnikowi nie udalo sie skonstruowac funkcji ciaglej
tylko w zbiorze liczb wymiernych, to wlasnie z powodu
powyzszego twierdzenia (a jezeli udalo sie, to ... pomylil sie).
Wykazemy bowiem, ze zbiór liczb niewymiernych nie jest zbiorem
typu F6. Zalózmy, ze sa takie zbiory domknieteFI' F 3, F s • F 7, ... ,

(wygodnie nam bedzie numerowac je liczbami nieparzysty"mi), ze
00

dopelnienie Q do R jest ich suma:R"-Q = U F2n_ l' Ustawmy
n=1

liczby wymierne w ciag i okreslmyF2n jako zbiory jednop.unktowe
zlozone z poszczególnych liczb wymiernych. Mamy zatem

R = U Fn.
n=1

Poniewaz. ani zbiór liczb wymiernych, ani liczb niewymiernych
nie zawieraja zadnego przedzialu, wiec dla dowolnego przedzialu·
(a. h) i dowólnego naturalnegon mamy (a. b)Vn #' 0.

Utwórzmy teraz ciag przedzialów domknietych(a., b.> o
nastepujacych wlasnosciach

Okreslimy go rekurencyjnie. Przyjmiemyao = O, bo = l. Zbiór
(an, bn)"-Fn+ 1 jest niepusty i otwarty, a wiec zawiera pewien
niepusty przedzial<a.+ 1, bn+ 1>. Z twierdzenia o zbieznosci
ciagów monotonicznych wynika, zean --+ a i ze dla kazdegon

'jest a E <an• bn>. Czyli (przy dowolnym n) a rt F., mimo ze suma
zbiorów Fn dawala caleR; sprzecznosc.

Odpowiedz na tytulowe pytanie jest nieco inna, gdy ograniczymy
sie tylko do klasy funkcji monotonicznych.
Zbiorem punktów nieciaglosci funkcji mOllOtonicznej moze byc
dowolny zbiór przeliczalny(i tylko taki).

Jezeli funkcjaf jest np. niemalejaca, to kazdemu punktowi
nieciaglosci a odpowiada przedzial otwarty (sup{f(x):x < a}.

inf{f(x):x > a}), przy czym róznym punktom odpowiadaja

przedzialy rozlaczne. Takich przedzialów,a zatem i punktów
nieciaglosci moze byc tylko przeliczalnie wiele.

Oto przyklad funkcji niemalejacej, której zbiorem punktów
nieciaglosci jest zbiór przeliczalnyA = {a" a2, aJ, ... }

f(x) = L 2-n
{n:an <x}

(umawiamy sie, ze suma po zbiorze pustym jest równaO,

a sumujemy po takichn, dla których a. < x).

Rozwiazanie zadania F lJ8~
Nie wnikajac w szczególy mechanizmu
tworzenia sie. wzrostu i ruchu pecherzyków
pary nalezy stwierdzic, Ze wrzenie cieczy
jednorodnej odbywa sie w temperaturze,

przy której preznosc pary nasyconej zawartej

w pecherzyku przekroczy wartosc cisnienia
atmosferycznego. W naszym przypadku

pecherzyki powstaja na granicy faz i zawieraja
pary nasycone obu cieczy. Zgodnie z prawem
Daltona preznosc mieszaniny jest równa
sumie preznosci obu par i zalezy jedynie
od temperatury. W momencie. gdy rozpoczyna
sie wrzenie, musi byc ona równa cisnieniu

a.tmosferycznemu. Wynika stad. ze temperatura

wrzenia jest nizsza niz 80.7°e. Znajom?sc

temperaturowej zaleznosci preznosci par
nasyconych dla obu cieczy wyznacza
jednoznacznie ~ wartosc (69,4°C) oraz
odpowiadajace tej temperaturze cisnienia
poszczególnych par (533 Tr - cykloheksan,
227 Tr - H,O). Z równania Clapeyrona
wynika stosunek mas skladników
·wulatniajacych sie oparach (ok. 11- krotnie
wiecej weglowodoru niz wody). Z naczynia
zniknie szybciej cykloheksan, wrzenie ustanie

i rozpocznie sie ponownie. gdy temperatura
wzrosnie do I()ÓoC.

Przytoczona obok tabela preznosci par
nasyconych pozwoli Czytelnikowi sprawdzic,
czy podane wyzej wartosci liczbowe sa
prawdziwe.

Tempera-, I
tura Pnu(C6HI2)

Pnas(H,O)

1°C] . ITr]'
[fr]

10

47,489,2
20

77,5117,53
30

121.731,82
40

184.755,32
50

271,892,51
60

389,2149,4
65

461,4187,5
70

543,8233,7
75

637,4289,1
80

743.2355.1

Rozwiazanie udania M 338.
Dziejac n-katA, ... An odcinkami AAt. ...• AA. nalrójkaty zauwazymy, ze

jego pole S równa sieT (h, + ... +h.), gdziea jest dlugoscia boku wielokata,

a h jest wysokoscia trójkata.AA,A, ••.poprowadzona zA (czyli odleglosciaA

od prostejA,A,+,). Widac stad. zeh, + ... +h. = 2S nie zalezya
od polozeniaA.

9

Rozwiaunie zadania M 337.
liczby n i n' sa oczywiscie zawsze podobne. Jezeli terazn+ t = 2t (k ;,. 2). to
n- t i n'- t = 2k (n- I) sa równiez podobne. poniewazn- I In' - I oraz
21n-1. Otrzymujemy wiec nieskonczony ciag par liczb bardzo podobnych
postaci2k_ 2 i 2k(2k-2) (k = 2,3, ... ). Bardzo podobne sa tez liczby 75 i 1215.
Nie wiadomo dOlychczas. czy sa inne pary liczb bardzo podobnych.

Znajdz twierdzenie
Na rysunku obok widzimy trójkat z okregiem wpisanym
i jednym z okregów dopisanych. "Widzimy" takze, ze
proste DH i KF sa równolegle,
promien "malego" okregu jest dwa razy mniejszy od promienia
duzego,
AD = DK= AH= HE,
BD = CE = CM = LB,
BG = CF.

I oto pytanie: która z powyzszych wlasnosci przysluguje tylko
takiemu trójkatowi, jak tu narysowany (no i trójkatom do niego
podobnym), a która dowolnym trójkatom?


