
Czy umiemy obliczac
pierwiastek kwadratowy?

Jerzy GERESZ
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Od Redakcji: Autor stosuje uproszczona procedure przyblizonego dzielenia.
Sprawdzenie jej poprawnosci pozostawiamy Czytelnikom.
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Wiekszosc czytelników na takie zapytanie wzruszy
ramionami: uczylismy sie w szkole procedury
numerycznego obliczania pierwiastka z danej liczby.
Procedura ta umozliwia obliczenie pierwiastka
z dowolna dokladnoscia. Ale problem polega na tym,
czy umiemy obliczenie to przeprowadzic w sposób
ekonomiczny - kosztem mozliwie malego nakladu .
pracy. By problem ten zilustrowac, rozpatrzmy przyklad
wyciagania pierwiastka z dokladnoscia siedmiu cyfr
znaczacych z liczby, która znamy z taka sama
dokladnoscia (rachunki na marginesie).

Zera na wysokosci strzalki na prawo od pionowej
linii przerywanej zostaly wpisane tu zastepczo, wobec

~naszej nieznajomosci cyfr na siódmym i ósmym
miejscu po przecinku liczby podpierwiastkowej.
W konsekwencji fikcyjne sa wszystkie cyfry róznic na
prawo od linii przerywanej.

Jak widac, blisko pólowa pracy rachunkowej
odbywala sie na cyfrach fikcyjnychi w istocie byla ona
zbedna. Ostatnie trzy cyfry wyniku uzyskalibysmy te
same, gdyby wszystkie cyfry na prawo od linii
przerywanej w poszczególnych róznicach zostaly
zastapione zerami. Co wiecej, w czesci na lewo od
linii przerywanej caly proces rachunkowy nie rózni sie
zasadniczo od dzielenia zaznaczonej strzalka róznicy
przez podwojony wynik dotychczasowego
pierwiastkowania (o czterech cyfrach znaczacych).
By to unaocznic, przedstawilismy obok takie
dzielenie, którego wynikiem sa ostatnie trzy cyfry
znaczace poszukiwanej wartosci pierwiastka.

Obserwacja powyzsza sugeruje, by jako najbardziej
ekonomiczna metode obliczania pierwiastka z zadana
dokladnoscia przyjac co nastepuje: Pierwsza czesc
obliczenia w~konujemy w sposób tradycyjny az do
wyczerpania cyfr znaczacych liczby podpierwiastkowej
Z chwila, gdy w gre zaczynaja wchodzic nieznaczace
zera, dalsze cyfry pierwiastka obliczamy dzielac
ostatnia róznice (z ewentualnie dopisanym zerem
nieznaczacym) przez podwojona wartQS'c dotychczas
uzyskanego przyblizenia pierwiastka. Zilustrujemy to
przykladem (rachunki na marginesie) ..

Do 65 dopisujemy teraz 30 (gdzie koncowe zero jest
juz nieznaczace), i dalszy rachunek wykonujemy jako
dzielenie 6530 : 2568. Ostatecznie otrzymujemy
(rachunki na marginesie).

Zajmiemy sie teraz przedstawiona metoda w sposób
bardziej wlasciwy matematykowi, którego interesuje
przede wszystkim jej logiczne uzasadnienie i dowód jej
poprawnosci. Oznaczmy przezN liczbe
podpierwiastkowa, przezXl juz uzyskane

przyblizenie liczby v'N. Oznaczmy przez'c; róznice

VN - Xl' spelnia ona równaniex~ +2x 1c;+ C;2 = N.

Przyjmijmy, ze Xl przybliza .nr z dokladnoscia do
jednej cyfry po przecinku, czyli1{N-x11 < 0,1,

w konsekwencji C;2 = ({N - X 1)2 < 0,01. Jezeli teraz
przez c; bedziemy rozumiec wartosc poprawki naXl

odpowiadajacej dopisaniu drugiej cyfry po przecinku,
to w równaniu x~ -+ 2x 1c;+ C;2 = N mozemy
pominac skladnik C;2, czyli na c; otrzymujemy
równanie przyblizone xi +2x1 c; = N, którego

... N-xi
rozWlazame Jestc; = --- .
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, l (N )X3 = T X2 +X2 .'

, N-xi l (N' )X2=Xl+2x;-=T ~+XI'

Tym razem mamy IfN-x21 < 0,01, czyli (V'N-X2)2 < 0,0001, a wiec
przedstawiona konstrukcje mozemy powtórzyc uzyskujac trzecie, jeszcze lepsze
przyblizenie VN:

W ten sposób uzyskujemy kolejne, lepsze przyblizeniex2 postaci:

Nietrudno zauwazyc, ze tradycyjny algorytm zastosowany w przedstawionym
wyzeI pierwszym przykladzie jest to-wielokrotne stosQ.wanie przejscia

N - X2 .' k d '1' N - X2. b
X -4 X + -2--' z ta rozmca, ze za az ym razem I oraz -2-- Jest ranyx x '
z dokladnosCia do jednej cyfry znaczacej. W ten sposób dla uzyskania osmiu cyfr
znaczacych potrzebowalismy stosowac powyzsze przejscie az siedmiokrotnie.

Proponowane tu usprawnienie polega na tym, by ostatni ilorazN ;Xx2 brac
z wieksza liczba cyfr znaczacych: w konkretnym wyzej przedstawionym
przykladzie obliczylismy ostatni iloraz z dokladnoscia az czterech cyfr znaczacych
uzyskujac poprawny wynik. Ponizsze stwierdzenie uzasadnia poprawnosc takiego
postepowania.

Jezeli Xl jest przyblizeniem {Fi o k cyfrach znaczacych, przy'czymk ;:::I, to

X 2 = X l + N2- xi jest przyblizeniem tego pierwiastka lepszym od pierwszegoXl .

O,co najmniej (k-I) cyfr znaczacych.

Dowód. W ogólnym przypadku ilosc cyfr znaczacych przyblizenia liczbyn jest to

'czesc calkowita liczby 10gl~l, gdzie podstawa logarytmu jest10. W naszymn-x '

przypadku potrzebujemy zatem zbadac zaleznosc miedzy liczbami logI~ I. N-Xl

oraz logI ~ l· Otóz mamyN-x2

Mozemy w ten sposób uzyskac nieskonczony ciag coraz lepszych przyblizen
'Xl' X2, X3, X4, •. ·

wedlug schematu
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I 5YN5{N = log N-xi
lOgi ,IN-x, I }IN-x,-~

= logi 5}IN

({N-Xl) (2XI - (N.,-xl)i 2XI

l, ,1lV 2 I I -I I I
5 IIN 2xI 5 N. 2XI

= log (-.IN-Xl) . 5{N = 210g ~l +Iog 5YN =

= 210g\ ~, I +IOg( ~ .11- ~XII)·

. k ' . I }IN-XI I I 3 l' 'kl d'k (21 Vii-XII)Pomewaz ;:::I, WIeC VN ~ 2 < 4' czy l s a m log "'5 1- liN
bedzie wiekszy od - I.
Otrzymalismy zatem nierównosc

I 5VN I I 5VN I10& .1lV ;:::210g YN ' -l,IIN-x2 N-Xl

która bedzie dotyczyla równiez czesci calkowitych logarytmów po obu stronach.
Dowód jest zakonczony.
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T k l"' , .. , . h l (N ). ym samym po aza Ismy rowmez, ze CIag o wyrazacXk+ 1 = 2 X;;+Xk

startujacy zXl dostatecznie bliskiegoyN jest zbiezny do]I N (faktycznie zbiega

on do liNprzy jakimkolwiek Xl)'

Z udowodnionego stwierdzenia wynika, ze dla uzyskanian cyfr znaczacych y' N

k ' k d . l ' N - X2 d' k n d . k
wystarcza wy onac ZIe en ~' gZIe = 2' g y n Jest parzyste, a =

= n; l , gdy n nie;arzyste, bowiemk-ty krok daje przyblizenie ]I N o n cyfrach
znaczacych, a to jest równoznaczne z przyjeciem opisanej wyzej metody. Co
wiecej, nalezaloby stosowac te metode nie tylko w odniesieniu do liczby
podpierwiastkowej N danej z dokladnoscia n cyfr znaczacych, ale w kazdym
przypadku, w którym chodzi o uzyskanien cyfr znaczacych liczbyy'lV, na

przyklad przy obliczaniu Vi.

Niektórzy Czytelnicy byc moze uznaja zajmowanie sie problemami obliczen
numerycznych tego typu jak wyzej za przezytek. Któz rozsadny bedzie sie kopal
w jakichs tam rachunkach, skoro mamy do dyspozycji komputery i to juz trzeciej
generacji? Otóz nalezy wyjasnic jedno zasadnicze nieporozumienie: nawet
najlepsze z istniejacych komputerów nie maja nic wspólnego z "mózgami

, elektronówymi" z powiesci scie,nce-fiction, myslacymi za nas i samodzielnie
rozwiazujacymi problemy. Komputer jest to martwe narzedzie, bezmyslnie
wykonujace program napisany przez czlowieka. Róznica miedzy tradycyjnymi
rachunkami na kartce papieru a obliczeniami technika elektronowa jest w istocie
taka, ze wypisaniu cyferki na papierze odpowiada umieszczenie odpowiedniej
informacji w odpowiedniej komórce pamieci operacyjnej. Problem matematyczny
sposobu przeprowadzenia obliczenia pozostaje ten sam. Troska o wybór
ekonomicznej metody obliczenia nalezy do czlowieka programujacego maszyne.
A problem ekonomii obliczen jest istotny: maszyna co prawda liczy szybko, ale
jej czas pracy kosztuje duzo - gospodarowac nalezy nim oszczednie.
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- Zadania

Redaguje mgr KrzysztofS. NOWINSKI

M 346. Transpozycja (k, l) zbioru {l, ... , n} nazywamy taka permutacjet, ze
t(k) = l, t(l) = k, tU) = i dla i -cf- k, l. Wykazac, ze dowolna permutacjep tego
zbioru mozemy otrzymac skladajac w odpowiednim porzadku (z ewentualnymi
powtórzeniami) transpozycje (l,?), (2, 3), ... ,(n-l, n).
Rozwiazanie na str. 3
M 347. Wykazac, ze n-2transpozycji nie wystarczy, by przez ich skladanie
uzyskac wszystkie permutacje zbioru {l, ... ,n}.
Rozwiazanie na str. 15
M 348". Wykazac, ze. dowolna permutacje zbioru {l,... ,n} mozna otrzymac
skladajac (z ewentualnymi powtórzeniami) transpozycjet = (1,2) i permutacje
cykliczna c (c(l) ,= 2, c(2) = 3, ... , c(n-l) = n, c(n) = l).
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje mgr Tomasz TRA TKI EWICZ

F 142. Do pokazów z elektrostatyki uzywany bywa przyrzad zwany
"pióropuszem". Jest to metalowa kula z przyklejonymi listkami cynfolii
zamocowana na izolujacej podstawie. Po wprowadzeniu ladunku listki ustawiaja
sie zgodnie z przebiegiem linii sil przewodnika sferycznego (patrz rysunek).
Paski cynfolii maja jednak staly potencjal. Czyzby wiec w tym przypadku linie
natezen pola elektrostatycznego nie byly prostopadle do powierzchni
ekwipotencjalnych?
Rozwiazanie na str. 13
F 143. Energia elektrostatycznego oddzialywania dwóch róznoimiennych
ladunków jest ujemna. Energia pola elektrostatycznego wytworzonego przez ten
uklad jest z pewnoscia dodatnia, gdyz gestosc energii jest proporcjonalna do
kwadratu natezenia pola. Skad taka rozbieznosc?
Rozwiazanie na str. 10
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