
Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, InformatykiMechaniki
Uniwersytetu Warsza'Yskiego i Redakcji "Delty"

!=44
Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania ?:adan z numeru11 Vi terminie do konca miesiacan + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w nrn +4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego

zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali odO do 1 z dokladnoscia doO,L Ocene mnozymy przez

4 3, suma ocen za rozwiazania danego zadania
- liczba osób, które nadeslaly ch-ot jedno rozwiazanfeznumeni~

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy, Po zgromadzeniu44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu. a nadwyzka punktów jest zaliczana-do ponownego-udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984.I'

Redaguje dr Marcin E.KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan z numeru 11/1983

Marek Prauza - Poraj 46,02pkt

Malgorzata Czerniakowska-Gdansk 4~,88pkt

Artur Smolczyk - Tarnów Op. 42,55pkt

Jerzy Janowicz - Boleslawiec36,74pkt

Tomasz Rawlik - Gliw.ce 36,56pkt

Jacek Uryga - Bytom 36,02pkt

Jerzy Malopolski ,- Kraków 34,23pkt

Wojciech Olszewski - Brwinów 32,90pkt

Wspólczynniki trudn08ci zadan:

67 - 2,53 68 - 1,34 69 - 2,81

Pan Marek Prauza jest czternastym

. czlonkiem "Klubu 44".

Zadania nr 85, 86, 87

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VII 1984

85. Wyznaczyc wszystkie liczby naturalnem, dla których odpowiedz na nastepujace pytanie jest
jednoznaczna: Ile prostych poprowadzono na plaszczyznie, jesli wiadomo, ze zbiór wszystkich
punktów przeciecia tych prostych sklada sie zm punktów?

86. Obliczyc objetosc najwiekszego czworoscianu, który mozna umiescicw dwunastoscianie
foremnym o danej krawedzia. ""

87. a) Czy prawda jest, ze jesliI: <O, (0) -> R jest ,dowolna funkcja taka, ze dla kazdej liczby
aE <o, l) istnieje granica limI(a+n) i jej wartosc nie zalezy od wyborua, to istnieje granica

n-HI)

lim I(x)?
x-+ 00

b) Czy odpowiedz na pytanie a) zmieni sie, jesli dodatkowo zalozyc, ze funkcjaIjest ciagla?

Zadanie 87 przyslal pan Marek Galecki z Milanówka.

Rozwiazania zadan z numeru 1/1984

Przypominamy tresc zadan:

73. Dane sa lic2by dodatnieXl •. , .• Xn' Niech s == Xl + ,_.+Xn. Sk = S- Xk' Dowiesc, zeSt 1 + + Sil l > (n+ 1)5-1.

=XN

74. Z talii 52 kart wybrano 13 kart. NiechN = (~~).Czy jest mozliwe N-krotne wykonanie operacji zastapienia

jednej z 13 kart jedna z pozostalych 39 kart tak, by poN ruchach wrócic do konfiguracji wyjsciowej i zeby zaden
otrzymany po drodze zestaw 13-kartowy nie powtórzyl sie?

75. W 1984 punktach sfery o promieniuR umieszczono równe" masy tak. ze •.srodek masy otrzymanego ukladu
pokrywa sie ze srodkiem sfery. Obliczyc sume kwadratów wzajemnych odleglosci tych punktów .
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73. Z nierównosci miedzy srednia geometryczna i arytmetyczna mamyg = (D Sk)'/" ~ - L Sk =n

n-l ()1/" 1 '" '" n= ~-sorazg-l = Dsi;1 ~ - L,Si;l. Stad L, si;1 ~,ng-l ~ n'--s-l > (n+l)s-l.n n n-l
74. Niech n bedzie dowolna liczba naturalna. Udowodnimy twierdzenie: Dla kazdej liczby
k ~ n istnieje ustawienie wszystkich k-elementowych podzbiorów zbioru n-elementowego w ciag

X" ... , XN (gdZie N = (:)), w którym k~de dwa sasiednie zbiory, a takze ostatni z pierwszym,

maja dokladnie k-l elementów wspólnych; -przy tym mozna zadac, byXl i XN byly z góry
zadanymi podzbiorami (o k-l wspólnych elementach). Dlan = 52, k = 13 dostajemy stad
twierdzaca odpowiedz na pytanie postawione w zadaniu.

Dowód prowadzimy przez indukcje wzgledemn. Dla n = 1,2, 3 teza twierdzenia jest oczywista.
Zalózmy prawdziwosc twierdzenia dla pewnegon ~ 3 i niech E bedzie zbjorem (n+1)-

-elementowym. Ustalmyk, 2 ~ k ~ n-l (gdy k = 1 lub k = n lub k = n+ 1, dowód jest
banalny) i niechA, Z beda k-elementowymi podzbioramiE takimi, zeP = A n Z jest zbiorem

(k-l)-elementowym. Tak wiecA = P v {a}, Z = f v {z}, a '" z. Usunmy ze zbioruP pewien(dowolnie wybrany) elementp i zastapmy 'go przez dbwolny elementq spoza P, rózny od a

i od z (zbiór E-Pma (n+1)- (k-l) ~ 3 elementów, wi~c takieq istnieje); otrzymany zbiór
oznaczmy przez Q. ZbioryP i Q maja k-2 elementów wspólnych i nie zawieraja elementów
a i z.

Wezmy pod uwage n-elementowy zbiórE- {z}. Z zalozenia indukcyjnego mozna ustawic
wszystkie k-elementowe podzbiory tego zbioru w ciagXl, ... , XN spelniajacy warunki twierdzenia,
a takze mozna ustawic wszystkie Jego (k-l)-elementowe podzbiory w podobny ciag

Y1, ••• , YM (tu N = (:). M = (k~l))' zadajac ptzy tym, byXl = P v {a}, XN = Q v {a},
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Yl = Q, YM = P. Niech Z, = Y, v {z}. Ciag zbiorów Xl' ... , XN, Zl' ...,ZM zawiera
wszystkie.k-elementowe podzbiory zbioruE; kazde dwa sasiednie maja k-l elementów

wspólnych, ponadtoXl = A. ZM = Z sa zadanymi na poczatku, zbiorami (rysunek). KOnczy to
dowód indukcyjny.

75. Oznaczmy: O - srodek kuli, Al; ...•Am - wybrane punkty sfery(m = 1984). O jest

srodkiem ciezkosci ukladu Al' ... ,Am, wiec LaA l = O. Szukana wartosc równa siei

Mizar MSE (9)

Zblizamy sie do konca naszego kursu. Poznalismy juz
wszystkie konstrukcje jezykowe w Mizarze MSE. Dzisiaj

pokazemy pewne techniki dowodzenia stosowane w przypadku'
wystepowania zdan alternatywnych. Zrobimy to na przykladach,
które wczesniej rozwiazywalismy inaczej.

W przypadku, gdy chcemy dowodzic implikacji, której
nastepnikiem jest zdanie alternatywne, mozemy - i to jest
wygodne -; zastosowac dowód nie wprost. Tak zrobilismy
w odcinku 4. Mozemy równiez postapic nieco inaczej. Kiedy
bowiem alternatywa jest prawdziwa? Wtedy, gdy co najmniej
jeden z jej skladników jest prawdziwy. zatem jezeli w trakcie
dowodu zalozymy, ze jeden ze skladników dowodzonej
alternatywy jest falszywy i wykazemy, ze drugi wtedy jest
prawdziwy, to uwazamy alternatywe za dowiedziona. Wezmy
przyklad (por. odcinek 4)

FOR X,Y,Z ST Nwrx,Y] HOLDS Nwrz,Y] OR NwrX,ZJ
PROOF

LET X,Y,Z BE ULAHEK SUCH THAT no NWrX,Y];
ASSUHE NOT NWrz,y];

THEN Nwn, ZJ BY SPOJNOSC I
HENCE NWrX,ZJ BY PRZECHODNWSC,A

ENO.

o tym, jak korzystamy z faktu wyrazonego za pomoca
alternatywY, wspominalismy juz w odcinku 7. Jezeli pewna teza
wynika tak z jednego, jak i z drugiego czlonu pewnej (uzyskanej

badz ~lozonej) alternatywy, to uwazamy te teze za prawdziwa.
Takie rozumowanie nazywamy dylematem. Alternatywa mówiaca,
ze kazde zdanie jest albo prawdziwe. albo falszywe jest
aksjomatem klasycznego rachunku logicznego. Prawo to
nazywaja prawem wylaczonego' srodka - trzeciego wyjscia nie
ma, stad lacinskietertium non datur.

Pokazemy teraz, jak dla przykladu. z odcinka 4 zbudowac dowód
wprost, korzystajac z prawa wylaczonego srodka. Musimy sie
zgodzic, ze kazde dwie nazwy (np. nazwy zmiennych) albo
odnosza sie do tego samego przedmiotu, albo do dwu róznych -
innej mozliwosci nie ma.

FOR X,Y,Z ST NWrX,YJ ~ X{>Y ~ NWrZ,XJ HOLDS NOT NWrY,ZJ
PROOF

LET X,Y,Z DE ULAHEK SUCH THAT
A' NWrX,YJ AND B' X{>Y AND C. NWrZ,XJI

D. NOW ASSUHE D" z-x,
NOT NW(Y,XJ BY A,B,ANTYSYHETRIA;

HENCE NOT Nwn,ZJ BY D'
END; J

E' NOW ASSUHE E" Z{>X,
THEN NOT NWrX,ZJ BY C,ANTYSYHETRIAI
THEN E'" Z{>Y BY A.
NWrZ,YJ BY A,C,PRZECHODNIOSCI

HENCE NOT Nwn,ZJ BY E" ,ANTYSYHETRIA
E~D;

THUS THESIS BY D.E
END;
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Powyzszy dowód mozna znacznie skrócic. Checker Mizara M~E
akceptuje równiez taki dowód wprost powyzszego zdania:

FOR X,Y,Z sr NWeX,VJ ~ X{>y ~ NW(Z,XJ HOLDS NOT NWCY,ZJ

PROOF
LET X,Y,Z BE ULAHEK SUCH THAT

A' NWrX,YJ AND B' X{>Y AND C. NWrZ,XJ'
NOT NWrY,XJ BY A,B,ANTYSYHETRIAI
HENCE NOT NWn,ZJ BY C,PRZECHODNIOSC

END;

Nastepny (tj. ostatni) odcinek pqswiecimy zadaniom z zupelnie
innej dziedziny niz nasze nieograniczenie, gesto i liniowo
uporzadkowane ulamki. Ale to za miesiac.

Dzisiaj jeszcze czujemy sie w obowiazku podac pewna
charakterystyke modulu sprawdzajacego Mizara MSE (checkera).
Wejscie w techniczne szczególy opisujace. jak odbywa sie samo
sprawdzanie w maszynie wymagajoby pewnie odrebnego kursu.
Stad podamy te wiadomosci o checkerze, których mozna bylo .
i tak sie domyslic ogladajac doty~hczasowe przyklady. A wiec:

l. Kazda tautologia rachunku zdan (jesli jej maszynowy zapis
zmiesci sie w komputerze) jest akceptowana przez checker bez
dodatkowego uzasadnienia, a kazde zdanie nie bedace tautologia

nie jest przez checker akceptowane. Kazde zdanie rozpoczynajace
sie od kwantyfikatora wymaga uzasadnienia.

2. Sprawdzajac wynikanie wniosku z przeslanek checker
uwzglednia jedynie te, które wymieniono poby oraz
pochodzace z zahaczenia (then, hence).

3. Relacja równosci (= ) jest przez checker automatycznie
traktowana jako relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia.

4. Spójnik zdaniowy "równowaznosc" jest przez checker
traktowany jako koniunkcja dwu implikacji.

5. Checker (na ogól) nie akceptuje wnioskowan, jesli wsród

przeslanek znajduje sie wiecej niz jed~o zdanie rozpoczynajace
sie od kwantyfikatora ogólnego.

6. Nastepujace dwie reguly wnioskowania klasycznego rachunku
logicznego checker stosuje nieproszony :
a - prawo abstrahowania od konkretnosci,
b - prawo przechodzenia od ogólnego do szczególnego
przypadku.

Zadania:

T26' FOR X,Y,Z ST X{>~ ~ Y{>Z ~ Z{>XHOLDS (M(X,Y,ZJ QR M(X,Z,V]) IFF <NW(X,ZJ & NWCX,YJ)

127: FOR X,Y EX X',Y' 5r H[X',X,y'] & H(X',Y,Y'J

T28' (EX X ST x-x> IHPLIES (EX X,Y,Z ST X{>Y ~ Y{>Z ~ X{>Z)

dr Krzysztof PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNICKI


