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Jakie zbiory liczb rzeczywistych czy tez punktów na prostej mozna
nazwac malymi? Co do nie~t6rych na pewno nie ma watpliwosci.
Kazdy sie chyba zgodzi, ze zbiór pusty i zbiory jednoelementowe
sa male. A inne zbiory skonczone? Chocby mialy milion
elementów, to w porównaniu z mrowiem wszystkich liczb
rzeczywistych sa jednak male. Nie na darmo matematycy mówia

"prawie wszystkie wyrazy ci~gu" zamiast "wszystkie poza
skonczona iloscia".

Zapytajmy z kolei, czy sa jakies male zbiory nieskonczone. O
sugestywne przyklady i tu nietrudno. Przyjrzyjmy sie liczbom
calkowitym na osi liczbowej. Tak rzadko sie pojawiaja, ze prawie
ich nie widac wsród reszty. No tak, ale to tylko przyklad, a czy
mozna podac ceche wyrózniajaca male zbiory nieskonczone
sposród innych? Najprostsze jest kryterium odwolujace sie do
liczby elementów. Zbiór maly to zbiór równoliczny ze zbiorem

liczb calkowitych (którego "malósc" juz zaakceptowalismy),
a wiec przeliczalny.

Zbiory A iB sa równoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje róznowartosciowa
funkcjaf dzialajaca zA na B.

\

Tu jednak czekaja pewne niespodzianki: zbiór wszystkich liczb
wymiernych tez jest przeliczalny, a intllicyjnie nie wydaje sie
taki maly, wszak liczby wymierne sa gesto upakowane wsród
liczb rzeczywistych. Z praktyki matematycznej wynika jednak,
ze zbiory przeliczalne na prostej nalezy traktowac jako male,

wiele bowiem istotnych rozwazan mozna prowadzic
dopuszczajac zaburzenia badanej wlasnosci wlasnie na zbiorach
przeliczalnych. Umówmy sie wiec, ze cwazamy rodzine
pneliczalnych podzbiorów prostej za wzorcowy przyklad
rodziny zbiorów malych.

Zastosowane powyzej kryterium równolicznosci nie jest jednak
wlasciwe dla badania zbiorów malych. Okazuje sie bowiem, ze sa

;zbiory równoliczne z cala prosta (która musi byc oczywisyie
traktowana jako zbiór duzy) i majace pewne wlasnosci
strukturalne sklaniajace do zaklasyfikowania ich jako zbiorów
malych. Tymi wlasnosciami bed~iemy sie zajmowac w niniejszym

artykule, przedtem jednak podamy ogólne cechy rodzin,zbiorów
malych.

Jak juz mówilismy, zbiory jednoelementowe sa male, cala prosta
nie jest zbiorem malym, z pewnoscia podzbiór zbioru malego jest
maly. Wydaje sie równiez zgodne z intuicja twierdzic, ze suma
niewielu zbiorów malych jest mala. ze zas zbiory przeliczalne
uznalismy za niewielkie, przyjmijmy, iz suma przeliczalnej rodziny
zbiorów malych jest zbiorem malym. Powyzsze rozwazania
doprowadzaja do pojecia(J - idealu jako naturalnego schematu
konstruowania rodzin zbiorów malych.

(J - idealem na prostej nazwiemy rodzinel zbiorów liczb
rzeczywistych o nastepujacych wlasnosciach:
l. {x} E l dla kazdej liczby rzeczywistejx;

2. R rt l (R oznacza zbiór wszystkich liczb rzeczY~listych);
3. Jesli A c B i B E l, to A E l;
4. Jesli {A.' n E N} jest rodzina zbiorów nalezacych dol,
to UA. El.

neN

Piszemy U A. zamia.t A,uA,uA3u
neN
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Rodzina podzbiorów skonczonych lub przeliczalnych zbioru liczb
rzeczywistych stanowi, jak sie latwo przekonac,(J - ideaL
(bowiem R jest zbiorem niepr7..eliczalnym). Jest to ponadto
(J - ideal najmniejszy, tzn. zawarty w kazdym innym. Naszym zas
celem bedzie szukanie(J - idealów obszerniejszych, do których
naleza równiez zbiory nieprzeliczalne. Okazuje sie, ze takich
rodzin pojawia sie wiele przy okazji róznych badan
matematycznych.

Na poczatek rozwazmy rodzine zbiorów, które mozna pokryc
przeliczalna iloscia odcinków o dowolnie malej sumie dlugosci.
Takie zbiory nazywamy zbiorami miary zero. Dokladniej:

Zbiór A 5=R jest zbiorem miary zero wtedy i tylko wtedy,gdy
dla kazdej liczby e > O istnieja odcinki I.: n E N takie,

ze A c U l. i L: Il~1 ~ e (III oznacza dlugosc odcinkan.
neN nel'<

Zbiory miary zero mozna z pewnoscia traktowac jako male, sa
bowiem podzbiorami sum krótkich odcinków. Czytelnik moze
sprawdzic bez trudu, ze zbjory te tworza(J - ideal. Nieco
trudniej jest wskazac zbiór miary zero równoliczny z cala prosta.
Typowym przykladem jest slawny zbiór Cantora. Tak wiec zbiory

miary zero to pierwszy rodzaj zbiorów, które sa male ze wzgledu
na sposób ulozenia elementów, a nie na ich ilosc.

Zbiór Cantora konstruuje sie nastepujaco:
odcinek [0, I] dzielimy na trzy równe odcinki i wyrzucamy srodkowy odcinek
otwarty. Kazdy pozostaly odcinek dzielimy na trzy równe odcinki i wyrzucamy
srodkowe odcinki otwarte itd. Konstrukcje ciagniemy uW nieskonczonosc". To
co zostanie, to wlasnie zhiór Cantora.

Nastepna rodzina zbiorów malych jest zdefiniowana ludzaco
podobnie, okazuje sie jednak miec zupelnie inne wlasnosci.

Zbiór A c R nazwiemy zbiorem silnie miary zero wtedy i tylko
~ wtedy, gdy dla kazdego ciagu(o.:n E N) liczb dodatnich istnieje

ciag odcinków (I.: nE N) taki, ze 11.1 < o. i A c Ul •.
neN

Tak wiec zbiór silnie miary zero to zbiór, który mozna pokryc
suma odcinków o dowolnie malych dlugosciach (w odróznieniu od
zbioru miary zero, który mozna pokryc suma odcinków
o dcwolnie malej sumie dlugosci). Ta niewielka z pozoru róznica
w okresleniu ma bardzo powazny wplyw na róznice wlasnosci
omawianych rodzin zbiorów.

Zauwazmy przede wszystkim, ze zbiory silnie miary zero tworza
(J - ideal. Jest on zawarty w(J - ideale zbiorów miary zero,

innymi slowy kazdy zbiór silnie miary zero jest zbiorem miary
zero. Mozna ponadto. wykazac, ze na przyklad wspomniany
powyzej zbiór Cantora nie jest zbiorem silnie miary zero, czyli
(J - ideal zbiorów silnie miary zero jest ostro zawarty w
(J - ideale zbiorów miary zero. Problem, czy istnieja
nieprzeliczalne zbiory silnie miary zero, pozostawal przez dlugi
czas otwarty i jego pelne rozwiazanie podano dopiero w roku 1976.
Okazuje sie, ze zdanie "Kazdy zbiór silnie miary zero jest
skonczony lub przeliczalny", zwane hipoteza Borela, jest
niezalezne od aksjomatyki teorii mnogosci, czyli nie mozna go
ani udowodnic, ani obalic. Tak prosto sformulowany problero
wmka wiec gleboko w podstawy matematyki.

Zarówno zbiory miary zero, jak i silnie miary zero sa male, bo sa
zawarte w sumach odcinków w pewnym sensie krótkich. Innym

sposobem otrzymywania zbiorów malych jest zadanie, by
nie zawieraly "duzych kawalków". Pierwsza próba móglby byc
postulat, by zbiór maly nie zawieral odcinka. Takie zbiory
nazywamy brzegowymi. Rodzina zbiorów bnegowych nie jest
jednak dobra kandydatka na rodzine zbiorów malych, nie stanowi
ona bowiem (J - idealu: zarówno zbiór liczb wymiernych, jak
i niewymiemYCh sa brzegowe, a ich suma to cala prosta. Trzeba



wiec sposród zbiorów brzegowych wyeliminowac .przynajmniej te, .
które sa uzupelnieniami zbiorów brzegowych. Mozna to osiagnac
ograniczajac sie~na_przyklad do zbiorów domknietych brzegowych
i te potraktowac jako male. Nie tworza wprawdziea - idealu,
ale latwo je don uzupelnic rozwazajac wszystkie podzbiory sum
przeliczalnych rodzin zbiorów domknietych brzegowych.

7biór domkniety to taki, który wraz z kazdym ciagiem elementów zawiera

jego granice.

Przyjmiemy nastepujaca definicje:

Zbiór A c R nazywa sie cienki, jesli istnieje taki ciag{Fn: n E N}

zbiorów domknietych brzegowych, zeA c UFn.
nEN

Warto chyba w tym miejscu podac pewna wlasnosc zbiorów
cienkich, bardzo sugestywnie dowodzaca ich "malosci". Z kazdym

zbiorem A.c R wiazemy nastepujaca gre dwuosobowaG.•: gracze
na przemian wybieraja odcinki domkniete w ten sposób, by
odcinek wybrany w danym ruchu zawieral sie w odcinku
wybranym w poprzednim ruchu partnera. Gra toczy sie
w "nieskonczonosc". Jesli przeciecie wszystkich zagranych
odcinków ma wspólne punkty ze zbioremA, wówczas wygrywa
gracz pierwszy. W przeciwnym razie wygrywa drugi. Okazuje sie,
ze gracz drugi ma strategie wygrywajaca w grze G.• (czyli plan gry
pozwalajacej mu wyminac zbiórA bez wzgledu na przemyslnosc
przeciwnika) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiórA jest cienki. Male
to musza byc zbiory, które mozna tak wyminac, prawda?

Twierdzenie Baire'a orzeka, ze zbiór R nie jest cienki.

To, ze zbiory cienkie tworzaa - ideal, wynika natychmiast z ich
definicji i twierdzenia Baire'a. Tak wiec istotnie mozna je uwazac

za zbiory male. Porównajmy tak otrzymana rodzine z poprzednio
rozwazanymi a - idealami. Czeka nlls tu, niestety, przykra
niespodzianka. Okazuje sie, ze caly zbiór liczb rzeczywistych
mozna podzielic na dwa zbiory, z których jeden jest cienki, a drugi
miary zero. Oba te pojecia.malosci zbioru, choc jednakowo chyba
intuicyjne, sa wiec ze soba sprzeczne.

Zaleznosc miedzy zbiorami cienkimi a zbiorami silnie miary zero
jest bardziej skomplikowana. Bez trudu mozna podac przyklad
zbioru cienkiego, który nie jest silnie miary zero (znów zbiór
Cantora), natomiast zdanie "kazdy zbiór silnie miary zero jest
cienki" okazuje sie niezalezne od aksjomatyki teorii mnogosci.

Inny aspekt zwiazku miedzy tymia - idealami pokazuje
nastepujace twierdzenie:

Zbiór jest silnie miary zero wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbiór
cienki zawiera sie w pewnym· przesunieciu jego uzupelnienia.

Przesunieciem zbioru A c R o liczbe x E R nazywamy zbiór {x + a : a E A }.

Twierdzenie tdi'dostarcza dodatkowej informacji o tym, jak male

sa zbiory silnie miary zero lub, mówiac inaczej, jak wielkie sa icll
uzupelnienia: tak wielkie, ze kazdy zbiór cienki mozna w nie

."
"wsunac .

Jak to czesto bywa w matematyce, powyzsze twierdzenie stalo sie
inspiracja nowego pojecia. Powstal mianowicie pomysl badania
zbiorów, które tak maja sie do zbiorów miary zero, jak zbiory
silnie miary zero do zbiorów cienkich.

Zbiorami silnie cienkimi przyjeto nazywac takie zbioryA, ze
kazdy zbiór miary zero zawiera sie w pewnym przesunieciu
uzupelnienia zbioruA.

Latwo sprawdzic, ze kazdy zbiór silnie cienki jest cienki, nic wiec
nie stoi na przeszkodzie, by potraktowac zbiory silnie cienkie
jako jeszcze jeden przyklad zbiorów malych. Tu jednak znów
niespodzianka: nie wiadomo dotad, czy zbiory silnie cienkie tworza
a - ideal, ba, nie wiadomo nawet, czy suma dwóch zbiorów

~ilnie cienkich jest zawsze zbiorem silnie cienkim.

W tym miejscu przerwiemy nasza wycieczke p<?krainie zbiorów
malych. Podane tu przyklady rodzin takich zbiorów bynajmniej
nie wyczerpuja wszystkich pojec "malosci" zbioru badanych
w matematyce. Daja one jednak wyobrazenie o rozwazaniach

jJrowadzonych w tej interesujacej teorii i o pewnym waznym
fakcie metodologicznym. Czesto majac na uwadze znany obiek.t
o jakiejs wlasnosci próbuje sie wyodrebnic te jego cechy, które
o niej w przekonaniu badaczy przesadzaja. Stworzone w ten
sposób pojecie okazuje sie <:;zasemnie pasowac .do pierwotnych
wyobrazen, ujawniane saprzyklady innych obiektów
spelniajacych wprawdzie przyjeta definicje, ale w intuicyjnym
odczuciu nie majacych zadanej wlasnosci. (Przyklad takiej

sytuacji podalisrpy mówiac o rozbiciu prostej na dwa zbiory male
w róznym sensie, przeczy on w pewnym stopniu przekonaniu,
ze intuicje zwiazane z maloscia zbiorów miary zero i cienklch
sa trafne.) Zmusza to zawsze do zrewidowania intuicji i glebszego
wnikniecia w sens rozwazanego pojecia (w naszym przypadku
malosci zbioru).

Rozwiazanie zadania F 155. Zalózmy; te
parowóz jezdzi po kolowym torze i przejdzmy
do ukladu odniesienia zwiazanego
z po~ietrzem. W tym ukladzie odniesienia
dym jest nieruchomy i wyznacza tor
parowozu wzgledem powietrza, natomiast
srodek okregu, po którym porusza sie

parowóz, przemieszcza sie z predkoscia
równa co do wartosci predkosci wiatru

wzglede,m powierzchni ziemi, lecz
przeciwnie skierowana. W ukladzie

odniesienia zwiazanym z powietrzem tor
p~rowozu, a zatem i ksztalt sladu dymu jest
po prostu torem punktu poruszajacego sie
jednostajnie wokól srodka okregu, który

jednoclesnie przemieszcza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym. Wartosci

predkosci liniowych obu ruchów sa

niezalezne. Tor parowozu jest wiec
uo~ólniona cykloida. Tylko w jednym

przypadku cykloida ma charakterystyczny
udziobek", taki jaki tworzy dym .
przedstawiony na rysunku. Tak jest, r-dy

wartosci obu predkosci sa równe. Tak wiec

predko'c wiatru jest równa Vw = 36 km/h.

Poniewaz "dziobek" zo~tal przesuniety prl'.ez

wiatr wzgledem Ziemi, a w c.hwili jego
tworzenia sie pn;::lkosc wiatru musiala byc
styczna do toru, ,,·iec wystarczy z
z wierzcholka ..dziobka'~poprowadzic
styczna do torów, aby otrzymac kierunek
predkosci wiatru wzgledem powierzchni
ziemi. (Wartosc promienia zakretu byla
oczywiscie zbedna.)
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Uklad odniesienia

zwiazany z powietrzem

Uklad odniesienia

zwiazany:z ziemia


