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wprowadzano atomy Ba i elektrony o odpowiedniej energii, które zderzajac sie z atomami Ba
jonizowaly je. W ten sposób wytwarzano jeden lub 4,wa jony na minute, które nastepnie
chlodzono' za pomoca promieniowania. Natezenie f1u~rescencji mierzone jako funkcja czasu
wyraznie wykazuje stopnie swiadczace o zwiekszeniu liczby jonów w pulapce lub o ich ucieczce

(rysunek 3). Ostatecznie; pojedynczy jon byl widoczny ~ pO,staci chmury o srednicy okolo 2/-lm.

Odpowiada to temperaturze 0,01 K. Chmure jonowa mozna bylo obejrzec dzieki uzyciu
mikroskopu o maksymalnym powiekszeniu 200 razy or3z elektro\licznego wzmacniacza obrazu .
Wykonano szereg fotografii miedzy innymi na kliszy ~odak '103 a-F, dla której stosowano czas
ekspozycji równy 10 minut.

Naukowcy, którzy przeprowadzili opisane tu doswiadczenia, twierdza, ze poprawiajac
w granicach mozliwosci parametry pulapki i lasera stosowanego do chlodzenia mozna osiagnac
minimalna temperature 2·10- 5 K.

Na zakonczenie warto nadmienic, ze przeprowadzono takze pierwsze udane doswiadczenia
wykorzystujace cisnienie wywierane przez fotony do zlol\:alizowa.nia obojetnych elektrycznie
atomów. Role pulapki odegrala stojaca fala elektromagnetyczna. Warto tez zwrócic uwage na
to, ze cisnienie wywierane przez promieniowanie moze byc równie dobrze wykorzystane do
grzania atomów. Jednakze wlasnie zlokalizowanie pojedynczego jonu czy atomu i obserwacja
jego oddzialywania z promieniowaniem daje fizykom nowe, ogromne mozliwosci poznania praw
rzadzacych przyroda.

Ciagi rekurencyjne
a szeregi potegowe

Dr Jerzy RYLL

Tak wiec funkcja F spelnia równanie

F(t)-t-l = t2F(t)+t(F(t)-l).

Jedyna taka funkcja jest (j~k latwo obliczyc)
l

F(t) = ---

Okreslmy funkcje F jako sume szeregu potegowego o
o wspólczynnikach rpn

00

(3) F(t) = rpO+rplt+rpZtZ+ ... = L rp.tn.
n=O

W artykule "Rzuc monete raz jeszcze, czyli prawo arcusa

sinusa" (Delta 10/1984) pojawil sie ciagPn = _1_ (2n)n+l n

spelniajacy zaleznosc rekurencyjna

Jak znalezc jawny wzór na wyrazy ciagu zadanego rekurencyjnie?
Zadanie takie jest na ogól dosyc trudne. Z ciagiem(Pn) nie
poradzili sobie na przyklad uczestnicy obozu przygotowawczego
przed Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna.

Spróbujmy znalezc jawny wzór na wyrazy ciagu Fibonacciego,
tzn. ciagu spelniajacego zaleznosc rekurencyjna

n = 0, l, ....

t1 • ~).t1

(l+ YS)"+1 -(1- yS)"+ t

2n+l·YS

1(1._1F(t) = - yS -,-; 1- t:

rpn =

Funkcja mozc miec lylko jedno rozwiniecie w szereg potegowy (w otoczeniu O),
00 00

tzn. jesli/(t) = :E anln = :E bnl·, to an = bn.
n=O n=O

Jak znalezc wspólczynniki rozwiniecia funkcjiF? Zapiszmy ja
troche inaczej. Pierwiastkami trójmianutZ+t-l sa liczby

-l-yS . -1+YS .
t1 = ~ I tz = ~ .Tak WIec

F(t) = ~ (~. ~ (.!..-)n __ l .~ (.!..-)n) =V5 tz fi\ tz t1 ~ t1

00 ( tn+1 t.+1 )= I tn V~tn~ .Ztn+1 ',,=0 l Z

przy czym wzór ten ma sens dlaIti < min(lt11, Itzl)·

Z jednoznacznosci rozwiniecia w szereg potegowy mamy

Wystarczy teraz skorzystac ze wzoru na sume szeregu
geometrycznego i

Po = l.

rpo = rpl = 1.rpn+z = rpn+ l + rp.;(2)

(1)

n-l

P. = L PtP.-l-k;
k=O

W dowodzie powyzszego faktu istotne bylo przedstawieniepn

jako liczby elementów konkretnego zbioru i rozwazania
kombinatoryczne daly nam zarówno zaleznosc rekurencyjna, jak
tez jawne wyrazenie naPn.

Znajdziemy teraz jawny wzór na funkcjeF
00 00 00

F(t)-t-l = L rpnt• = L rp.+ztn+z = L (rp.+rpn+l)t·+Z =
n=2 ,,=0 n=O

00 00

= tZ• L rpnt·+t{L rpn+ltn+1) = tZ·F(t)+t(F(t)-l).
n=O n=O

Ze zrozumialych powodów funkcjaF nazywa sie funkcja
tworzaca ciagu(rp.).

Oto nieco inny problem, który tez mozna rozwiazac za pomoca

n ( +')funkcji tworzacych. Jak szybko dazy do00 ciag an = L n .J ?
j=O 2J
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Wystarczy znalezc inny jawny wzór naa., Rozwazmy dodatkowo

n-l ( ')ciag b.= L n,+J ,Mozna sprawdzic, ze
j=O 2J+l

a.+1 = a.+b.+Io

bHI = a.+b.,

ao = 1, bo = 0,

00 00

Jesli funkcjeI(t) = ~ a.t· i g(t) = ~. b./·,to (I' g)(/) =
n=O n=O

00 n

= ~ (~ akb._k)/It, Mozna to wykazac mnozac kazdy wyraz rozwiniecia!
n=O k=O

przez kazdy wyraz rozwini~iag i grupujac jednomiany tego ~amego stopnia.
W przypadku szeregów pot~gowych zbieznych takie post~powanie jest dozwolone,

Oznaczmy przezA i B funkcje tworzace ciagów(a.) i (b.), to

A(t)-l = t, A(t)+B(t)

B(t) = t(A(t)+B(t).

Rozwiazujac ten uklad otrzymujemy

00 00

znaczy A(t) = L a.t·, B(t) = L b.t·, Z zaleznosci
n=O n=O

rekurencyjnej latwo wynika, ze funkcjeA i B musza spelniac
uklad równan

(4)

l-t
A(t) = I-3t+t2'

B(t) = t

Rozwiazujac równanie na funkcjeP otrzymujemy pet) =
1±VI=4t

t

I znów trzeba skorzystac z dodatkowej informacji:

.1-' 1 l 2 ._1 (2n-3)!! •I' l+x = l+-x--x + .., +(-1) ----x + ...
, 2 8 (2n)!!

(gdzie symbolk!! oznacza iloczyn liczb niewiekszych nizk i tej
samej cok parzystosci). Wzór powyzszy jest prawdziwy dla
lxi < l.

Podobnie jak poprzednio,znajdujac pierwiastki trójmianu
t 2 - 3t+1 i korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
stwierdzamy, ze

A(t) = f[l+~5 (3+VS)\ Y5-=-1(3-vs)n].t.,n=O 2V5 2 2V5 2

a wiec wyrazenia w nawiasach kwadratowych sa równe wyrazom

ciagu (a.). Poniewaz 13-2VS/ < 1, wiec ciag (a.) rózni sie od

( 1+ Y5 ( 3+ Y5 )n)ciagu geometrycznego 2y5 --2-- o ciag zbiezny doO,

Oczywiscie przy bardziej skomplikowanych zaleznosciach

rekurencyjnych funkcje tworzace i równania je wyznaczajace
tez sie komplikuja. Potrzebna jest dodatkowa wiedza o szeregach
potegowych.

Wrócmy do ciagu(P.) spelniajacego zaleznosc (I). NiechP bedzie
funkcja tworzaca. Mamy

co 00 00 n

p2(t) = (L P.t·) . (L P.t·) = L (L PkPn-k) t· =
n=O n=O n=O k=O

00

L "P.+ I t· = pet) . t-l.
n=O

Zauwazmy, ze dlan ~ 2 mamy
(2n-3)!! (2n-2)! 1 (2n-2)!

(2n)!! = (2n-2)!!(2n)!! = 2; [(2n-2)U]2

l (2n-2)! 1 (2n-2)= 2; r2.-I(n-l)!l2 = -;;' n-l '2-2.+1•

(O'Wstawiajac x = -4t do (4) i uwzgledniajac umowe O) = 1
otrzymujemy

Y-I--4-t = 1+ ~_(-_I)_.-_1 (2n-2). 2'-2.+1,(_1)•. 4.';. =L n n-l
n=l

= l + ~ ~ ('2n-2)t. = 1- \.";_2 .(2n) '+1.~ n n-I ~ n+1 n
n=1 n=O

Tak wiec pet) = _1_-_y_I_-_4_t= ~_I_(2n)t •.t ~ n+I n
.=0

(wzór zachodzi dlaIti < :). Tak wiec otrzymalismy znany
nam jawny wzór na ciag(P.), Zauwazmy, ze drugie rozwiazanie

1+Yl-4t
pet) = ----- nie rozwija sie w szereg potegowy

t

w otoczeniu O, a wiec nie bierzemy go pod uwage.

BRYLY

Na konkurs llMal:e j DeI ty" nadeslano 34
dobre rozwiazania. Sposr6d nich wybralismy

prace

Marii Boryczki z Radomia

i ja wlasnie reprodukujemy. Sposr6d

wszystkich autorów dobrych prac nagrody

ksiazkowe wylosowaly

Anna Stolarczyk ze Szczecina,

Alicja Futrega z Moraga,

Katarzyna Tempczyk z Warszawy.
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