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Nazwisko francuskiego matematyka Edouarda Roche'a (1820-1883) wiaze sie z dwoma
zagadnieniami nalezacymi formalnie do dziedziny mechaniki nieba, a które swoimi
konsekwencjami daleko wyk!aczaja poza mechanike.

Na poczatek (rys. 1) zalózmy, ze po kole o promieniuA obiega planete o masieM
i promieniu R satelita o masiem i promieniu r synchroniczny (tzn. którego okres obrotu jest
równy okresowi obiegu, jak w przypadku naszego Ksiezyca). Z zalozenia ruchu po kole wynika,
ze przyspieszenie odsrodkowe centrum satelity jest równe (co do wartosci bezwzglednej) jego

przyspieszeniu grawitacyjnemu ze strony planety, czyli
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gdzie w oznacza predkosc katowa satelity, a G stala grawitacji. Scisle mówiac, satelita krazy nie
wokól srodka planety, lecz wokól srodka masy calego ukladu, czyli p;fkole o promieniu
AM/(M +m), jednak niescislosc te mozna zaniedbac, gdy satelita jest "maly" w stosunku do

swojej planety. Tak czy inaczej wypadkowe przyspiesz~nie srodka masy satelity jest równe zeru.

Obliczmy teraz róznice tych samych przyspieszen (odsrodkowego i grawitacyjnego) w najbardziej
odleglym od planety punkcie satelity - bedzie 'to tzw. przyspieszenie przyplywoweLla. Punkt
ten obiega planete po kole o promieniuA+r, zatem

2 GM GM GM

Lla = w (A+r)- (A+r)2 = AT" (A+r)- [( r)]2:::::
. A 1+-

\ A

GM GM r GM GM r GM:::::--+ ------+--2- = 3--y.
A2 A2 A A2 A2 A 'A3

1
Skorzystalismy tu z liniowego przyblizenia --- :::::1- 2x, gdziex oznacza wielkosc mala

(1 +X)2

wzgledem jednosci. Analogiczny rachunek dla punktu satelity lezacego najblizej planety dowodzi,
ze przyspieszenie przyplywowe w nim wynosi -Lla. Satelita jest zatem rozciagany w kierunku
prostej laczacej go z planeta, gdyby wiec byl ciekly, to nie móglby zachowac ksztaltu kulistego,
w ogóle zas moze utrzymac sie w calosci, gdyLla nie przekracza jego wlasnego przyspieszenia
grawitacyjnego na powierzchni, czyli gdy
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4, Wspólrzedne

czasoprzestrzenne

Wynik doswiadczenia Micheisona i Morleya nie oznacza, ze
trzeba odrzucic idee eteru. Pfoponowano kilka wyjasnien, które
"ratowaly" eter. Jednak czesc z nich okazala sie niezgodna
z wynikami innych eksperymentów, a pozostale wymagaly
przyjecia wzajemnie sprzecznych wlasnosci eteru. Niezaleznie od
powodzenia tych prób warto zauwazyc, ze zalozenie istnienia
eteru oznacza rezygnacje z przeniesienia zasady wzglednosci na
zjawiska elektromagnetyczne.

Wszystkie wspólczesne eksperymenty sa zgodne z dwoma
postulatami, na których opiera sie szczególna teoria
wzglednosci :

1. Zaden z inercjalnych ukladów wspólrzednych nie jest
wyrózniony.

2. Swiatlo niezaleznie od kierunku, w którym sie rozchodzi, ma
(w prózni) wzgledem dowolnego inercjalnego obserwatora te
sama predkosc.

Pierwszy postulat jest rozszerzeniem zasady' wzglednosci
Galileusza na wszystkie zjawiska fizyczne. Drugi natomiast
nadaje wyjatkowe znaczenie predkosci swiatla. Predkosci

wszystkich innych obiektów sa wzgledne, tj. zaleza od predkosci
i kierunku ruchu obserwatora. Predkosc swiatla jest dla kazdego
obserwatora taka sama.

Do tej pory zakladalismy, ze kazdemu obserwatorowi

inercjalnemu mozna przypisac pewien uklad wspólrzednych
w czasoprzestrzeni. Trzeba jednak pamietac, ze obserwator
powinien taki uklad "zbudowac", tj. opracowac metode
doswiadczalnego wyznaczania czasu i miejsca dowolnego
zdarzenia.

Zalózmy, ze plaszczyzna kartki to nasza dwuwymiarowa
czasoprzestrzen, w której linie swiata swiatla reprezentowane sa
przez proste nachylone pod katem 45° do krawedzi kartki.
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Przy równych gestosciach satelity i planety daje to warunek na istnienie satelity

A> V3R.
Tak "odkrylismy" istnienie najmniejszej odleglosci od planety, ponizej której satelita (ciekly!)
musi zostac rozerwany przez sily przyplywowe. Jest to tzw. granica Roche'a. Wynik nasz jest co
prawda ilosciowo zly, ale dokladniejsze obliczenia prowadza tylko do innego wspólczynnika
przy R, mianowicie równego 2,455. Najwazniejszy wniosek jest ten sam - ciekly satelita moze
istniec tylko pota granica Roche'a. Naszemu Ksiezycowi (nawet gdyby byl ciekly) nic nie grozi
ze strony Ziemi - cale szczescie! Ale np. pierscienie Saturna leza calkowicie ponizej granicy
Roche'a dla Saturna. Nasuwa sie wiec mozliwosc, ze moze powstaly one w wyniku rozerwania
jakiegos ciala, które za bardzo zblizylo sie do Saturna - niestety, nie mamy na razie pewnosci,
czy bylo tak rzeczywiscie.

A teraz zupelnie inny problem. Niech nadal po kole obiegaja sie dwa ciala o masachM i m,
a w ich wspólnym polu grawitacyjnym niech porusza sie czastka o znikomej masie p., tzn. nie
zaklócajaca ruchu dwóch cial "ciezkich". Ruch tej czastki wygodnie jest przedstawiac
w ukladzie wspólrzednych wirujacym wraz z masami ciezkimi, czyli np. tak, by masy te stale
lezaly na osix (rys. 2). Ruch czastki moze byc bardzo skomplikowany, z góry jednak mozemy
przewidziec, ze jej calkowita energia caly czas musi byc stala. Wyrazenie na energie w tym
wirujacym (a wiec nieinercjalnym!) ukladzie wspólrzednych ma postac
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P~erwszy skladnik jest energia kinetyczna, drugi uwzglednia, ze' uklad wspólrzednych wiruje
(jest to potencjal przyspieszenia odsrodkowego), a dwa pozostale to energie potencjalne wzgleden
obu mas. Skoro energia kinetyczna jest z natury rzeczy ograniczona od dolu wartoscia równa
zeru, to suma trzech pozostalych skladników musi miec (przy konkretnej energii calkowitej, lub
inaczej - przy konkretnych warunkach poczatkowych ruchu) ograniczenie od góry. Oznacza to,
ze ruch czastki moze odbywac sie tylko wewnatrz odpowiedniej powierzchni ekwipotencjalnej

- (zwanej tez powierzchnia zerowej predkosci), czyli w obszarze, w którym
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Gdy energia calkowitaE ma ,duza wartosc ujemna, warunek ten moze zostac spelniony albo
dostatecznie daleko od calego ukladu (o czym dalej nie bedziemy mówic, gdyz. nie jest to istotne
dla tytulowego zagadnienia), albo dostatecznie blisko którejs z mas (np. wewnatrz powierzchni
oznaczonej El na rys. 3). Przy wiekszej energii(El) obszary dozwolone dla ruchu wokól mas sa
wieksze, wreszcie przy pewnej jej wartosci(ER) lacza sie w jednym punkcie tworzac tzw.
powierzchnie Roche'a. Przy energii jeszcze wiekszej(E3) powierzchnia Zerowej predkosci ma juz
postac biszkopta lub hantli.

Rys.4a

Narysujmy lmie swiata: obserwatora w poruszajacym sie swobodnie
statku kosmicznym i zdarzenieA, którego wspólrzedne
czasoprzestrzenne chce wyznaczyc (rys. 4a). Linia swiata
kosmonauty jest jednoczesnie osia czasu jego ukladu
wspólrzednych wyskalowana przez wskazania jego zegara.
Kosmonauta moze wysylac i odbierac sygnaly swietlne. Niech

zdarzenie A polega na odbiciu sygnalu wyslanego wP. Odbity
sygnal zostal odebrany wQ (rys. 4b). Jedyna dostepna
obserwatorowi informacja to wskazania zegara wQ i P.

Poniewaz predkosc swiatla nie zalezy od ruchu obserwatora,
jest ona w kierunku "tam" taka sama jak "z powrotem".
Czas ruchu impulsu do chwili odbicia jest równy polowie czasu,

jaki uplynal od P do Q (Czytelnikowi pozostawiamy szczególowe
. uzasadnienie tego wniosku). Zdarzenie S dzielace odcinekPQ

na polowy jest wiec równoczesne - wedlug kosmonauty - ze
zdarzeniem A. Przypisze on zdarzeniuA wskazanie swojego
zegara w punkcie S.
Odleglosc zdarzeniaA od obserWatora jest równa drodze, która
przebedzie swiatlo w czasie miedzy zdarzeniamiP i Q.
Naturalnymi jednostkami odleglosci sa tu sekundy swietlne.
Predkesc w tych jednostkach jest wielkoscia bezwymiarowa.
Latwo wykazac, ze odleglosc (w sekundach swietlnych)
zdarzenia A od obserwatora jest równa dlugosci odcinkaSA,
a wszystkie zdarzenia równoczesne z S tworza prosta, do której
nalezy ten odcinek. Prosta ta moze pelnic role osi odleglosci od
obserwatora. Przesunmy ja równolegle od punktuO, w którym
zegar wskazuje czas zerowy. To, co otrzymalismy, jest

poszukiwanym ukladem wspólrzednych w czasoprzestrzeni
(rys.4c).
Czytelnikowi pozostawiamy do wykazania, ze: 1) wszystkie
zdarzenia, które obserwator uwaza za równoodlegle, leza na
prostej równoleglej do osi czasu i 2) linia swiata swiatla
przechodzaca przezO jest dwusieczna kata miedzy osia czasu
i osia odleglosci. (cdn.)



ALGORYTMY Powierzchnia Roche'a jest wiec taka powierzchnia zerowej predkosci, która przy mozliwie
rozstrzygniecie konkursu najmniejszej energii czastki dopuszcza jej przejscie z sasiedztwa jednej masy do sasiedztwa

Na konkurs naplynelo 30 odpowiedziIw tym drugiej masy. Ma to ogromne znaczenie przyrodnicze. Np. statek kosmiczny moze
jedna jako wydruk z mikrokomputeral, (przynajmniej teoretycznie) doleciec w poblize Ksiezyca, okrazyc go i wrócic na Ziemie bez
wiekszosc prawidlowych. Zupelnie .. 'l'k " l' lk b . d l h d . d . k' " .. E "l bi tm uzycla SIm a, jeze I ty o o szar jego ozwo onego ruc u o powla a ja lejs energII3 mepoprawnie stwierdzi o co ro a algory y

17 uczestników. Nagrody wylosowali: mniejszej odER. To samo dotyczy niezwykle waznego we wspólczesnej astronomii zagadnienia
Jerzy Chmiel z Glucholaz, przeplywu materii miedzy skladnikami podwójnego ukladu gwiazd. Formalnie w kazdym
T.omasz Rawlik z Gliwic, ukladzie podwójnym (tzw. rozdzielonym) znajda sie czastki (atomy wylatujace z powierzchni
Adam Olejnik z Wabrzezna. gwiazd) na tyle energetyczne, ze obszar ich ruchu dozwolonego bedzie wiekszy niz wnetrze

Pierwszy z algorytmów podawal liczbe powierzchni Roche'a. Zazwyczaj ich liczba jest tak znikoma, ze o przeplywie materii nie ma
jedynek w dwójkowym rozwinieciu liczb mowy. Liczba tych czastek gwaltownie wzrasta, gdy jedna z gwiazd w trakcie ewolucji specznieje
od 1 do 2M_1. Drugi wypisywal Iw kolejnosci k' " lni . 'c . h' Rh' W d b' k" "
"alfabetycznej ni podzbiory zbioru {1, ••• , N}.ta ,ze prawIe wype swoJa czes powlerzc m oc e a. te y oWlem czast I startujace
Trzeci obliczal wartosc wielomianu Z powierzchni tak rozdetej gwiazdy maja od razu energie zblizona doER, jest ich bardzo duzo

aO+a1h •••+aNtN w punkcie x. Czwarty i znaczny ich procent ma energie wieksza odER. Z gwiazdy tej plynie wtedy w strone jej
mnozyl liczby M i N. towarzyszki po prostu strumien materii. Przypomina to strumien powietrza wyplywajacy
Najwiecej klopotów sprawil Czytelnikom Z przeklutego balonika, widzimy jednak, ze mechanizm powstawania tego strumienia jest
pierwszy algorytm. zupelnie inny. Takie gwiazdy podwójne (sa to tzw. uklady pólrozdzielone) sa w Galaktyce

bardzo liczne,aprzykladem moze byc znany uklad Algola. Wreszcie moze sie zdarzyc, ze obie
gwiazdy wypelniaja powierzchnie Roche'a - kazda swoja czesc. Tworza one wtedy tzw. uklad
kontaktowy wytwarzajacy wspólna otoczke o ksztalcie odpowiadajacym energiiE3 niewiele
wiekszej odER. Obiekt taki wyglada wlasciwie jak d7;iwaczna jedna gwiazda z przewezeniem.

__ Zadania
Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 398. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej'n istnieje niepusty, skonczony zbiórS
punktów plaszczyzny, o tej wlasnosci, ze dla kazdego punktuA E Sdokladnie n punktów
zbioru Sjest odleglych odA o 1.
Rozwiazanie na str. 10

M 399. Danych jest 100 liczbal, a2, ... , alOO spelniajacych warunki:

al-8a2+7a3;;' O

a2-8a3+7a4;;' O

a99-8aI0~+7al ;;. O

aI00-8al+7a2;;' O.

Znalezc az, a3,... , aIOO, jesli wiadomo, zeal = 1.

Rozwiazanie na str. 10..

M 400. W rogach szachownicy 3 x 3 stoja skoczki: w górnych rogach biale, w dolnych czarne.
Jaka jest najmniejsza liczba ruchów potrzebnych do przestawienia bialych skoczków w dolne
rogi szachownicy, a czarnychw górne?
Rozwiazanie na str. 11

Redaguja mgr' Tomasz TRA TKIEWICZimgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 172. Zgodnie z prawem Ohma natezenie pola elektrostatycznego w dowolnym punkcie
wewnatrz przewodnika, w którym plynie prad staly, jest proporcjonalne do gestosci pradu
w tym punkcie. Zródlem pola sa ladunki gromadzace sie na powierzchni przewodnika po
wlaczeniu pradu. Na przyklad na powierzchni nieskonczonego przewodzacego preta gromadzi
sie ladunek, którego gestosc zmienia sie proporcjonalnie do odleglosci od pewnego przekroju So
(rysunek). Udowodnic, ze przy takim rozkladzie ladunku pole elektrostatyczne wewnatrz preta
jest jednorodne.
Rozwiazanie na str. 10

F 173. Przy przekazywaniu energii elektrycznej na duze odleglosci podwyzsza sie za pomoca
transformatora napiecie tak, by przy tej samej przesylanej mocy natezenie pradu zmalalo.

Zmniejsza sie w ten sposób straty energii, poniewaz zgodnie z prawem Joule'a-Lenza ilosc
wydzielonego w jednostce czasu ciepla jest równaQ = J2 R,gdzie l - natezenie pradu,

U2

R - opornosc przewodów. Z drugiej strony jednakQ = --, tj. straty rosna ze wzrostem
R

napiecia U. Wyjasnic, dlaczego buduje sie wysokonapieciowe linie przesylowe.
Rozwiazanie na str. 2
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