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Rys. 5. Sploty K i K' nie sa równowazne, ale ich wielomiany sa równe (dowód

w numerze).

Mgr Joanna KANIA-BARTOSZYNSKA,
dr Józef PRZYTYCKI

W Delcie 1/1985 pisalismy o wielomianie Conwaya,
niezmienniku wezlów i splotów. Przypomnijmy, ze
splot jest to rodzina parami rozlacznych okregów
zanurzonych w przestrzeni euklidesowejE3• Splotom
mozemy przypisywac orientaCje. Splot o jednej
skladowej nazywamy wezlem. Dwa sploty sa równowazne,
jesli jeden mozna otrzymac z drugiego przez ruch
w przestrzeni bez ciecia i wiazania. Aby stwierdzic,
czy sploty sa równowazne, wygodnie jest przypisywac
im obiekty algebraiczne (np. wielomiany) ..
Niezmiennikiem splotów nazywamy obiekt algebraiczny
przyporzadkowany kazdemu splotowi, jednakowy
dla. równowaznych splotów. Takim niezmiennikiem
byl wielomian Conwaya, który odroznial wiele wezlów
i splotów znanych na przyklad z zeglarstwa i
alpinizmu. Nie odróznial on jednak wezla trójlistnt:go
lewostronnego od prawostronnego (rys. l) ani wezla
plas-kiego od babskiego (rys.2r Pisalismy w poprzednim
artykule, ze aby odróznic te wezly, trzeba uzyc
zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Ostatnio
okazalo sie jednak, ze wystarczy uogólnic metode
Conwaya.

Twierdzenie. Kazdemu zorientowanemu splotowiK
mozna przyporzadkowac wielomianFK dwóch
zmiennychx i y (wystepujacych z dodatnimi lub
ujemnymi potegami) o wspólczynnikach calkowitych
spelniajacy:
A. FK jest niezmiennikiemK.
B. JesliK jest wezlem trywialnym, toFK(x, y) = l.
C. Jesli trzy zorientowane sploty maja identyczne
diagramy wszedzie z wyjatkiem czesci przedstawionych
na rysunku 3, to

xh1 (x, y) + yh2(x, y) = FL(x, y).

Wielomian Conwaya otrzymamy, jesli podstawimy
l . 1
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Wielomian FK ma wszystkie zalety wielomianu Conwaya:
1.Jesli K jest lustrzanym odbiciem splotuK, to

FJ{(x, y) = FK(y, x),

tzn. wielomiany rÓznia sie zamiana miejscamix z y.
2. Jesli - K jest splotem otrzymanym zK przez zmiane
orientacji wszystkich skladowych, toF_K(X, y) = FK(x, y).
3. JesliK jest suma splotówKI i K2 (rys. 4), co
zapisujemyK = Kl * K2, to
FK1*"K2(X,y) = h,(x, y). h2(X, y).
Ponadto wielomianFK odróznia znacznie wiecej
wezlów i splotów niz wielomian Conwaya (np.
lewostronny trójlistnik od prawostronnego, wezel
plaski od babskiego). Sa jednak wezly, których nie
rozróznia (rys. 5).

W Delcie 1/1985 pisalismy, ze dowód tego, iz wielomian
Conwaya jest wyznaczony jednoznacznie, wymaga
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Rys. 2 Wezel plaski

Funkcja Fx nie jest wielomianem, ale w topologii algebraicznej
przyjelo sie uzywac tego terminu.

y=

Latem 1984 roku sensacje wzbudzilo odkrycie przez Vaughana
Jonesa nowego niezmiennika splotów. Byl on zdefiniowany
bardzo zawile, przy uzyciu pewnych skonczonych algebr von
Neumanna. W kilka miesiecy pózniej Jones zauwazyl, ze jego
niezmiennik mozna zdefiniowac za pomoca rysunku 3.
Niezmiennik Jonesa jest szczególnym przypadkiem wielomianuFK•

Otnymuj"iego pn" p"""'w'"" x ~ l l )'1(0- y'r

X·XK~ /K2

Zadanie: Pokazac, ze jesliK jest splotem trywialnym on
skladowych, toFK(x, y) = (x+ y)"-1 (mozna skorzystac
z ponizszego rysunku).
Przypomnijmy, ze wielomian Conwaya dowolnego splotu
trywialnego byl równy O.
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Krok 1. Wybieramy pojednym punkciea; w kazdej
skladowej i definiujemyF(L.a) indukcyjnie wzgledem
liczby skrzyzowan, które trzeba poprawic (zamienic
most na tunel), by otrzymac diagram rozwiazany
(te liczbe "zlyc,h" skrzyzowan oznaczmy przez
s(L, a)). Jesli s(L, a) = O, to diagram jest rozwiazany
i F(L.a) zostal juz okreslony. Zalózmy, zem ~ l i ze
jesli s(K, a) < m, to F(l~.a) jest juz zdefiniowany. Jesli
s(L, a) = m, to wybieramy wL pierwsze "zle"
skrzyzowaniep. Oznaczmy przez(Lp, a) diagram,
który otrzymamy z(L, a) zmieniajac w skrzyzowaniu
p most na tunel, a przezL~diagram otrzymany zL
przez likwidacje skrzyzowaniap (rys.7).
Wielomiany F(Lp.a) i FLo sa juz okreslone(L~ ma mniejp

skrzyzowan nizL; s(Lp, a) = s(L, a)-I <m).
F(L.a) okreslamy tak, by byl spelniony warunek C, tzn.l
F(L.a)(X, y) = X (FL~(X, y)- yF(Lp,a)(X, y)).

Krok 2. Pokazujemy, zeFL nie zalezy od wyboru
punktu wyróznionego. Jest to czesc dosc zmudna,
ale calkowicie elementarna.

Krok 3. Pokazujemy, ze warunek C jest nadal spelniony.
Dowód jest natychmiastowy i polega na odpowiednim
wyborze punktów wyróznionych. Nie ma w tym nic
nadzwyczajnego, bo warunek C byl uzyty w kroku l
do d~finicji.

zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Jednak
ostatnio Pawel Traczyk i Józef Przytycki znalezli
elementarny dowód twierdzenia o istnieniu
i jednoznacznosci nie tylko wielomianu Conwaya, ale
takze wielomianuFK• Jest on na tyle prosty, ze warto
przedstawic tutaj jego zarys.

Rozpatrujemy zorientowane sploty przedstawione
(niejednoznacznie) za pomoca diagramu na plaszczyznie.
Wielomian FK bedziemy definiowac indukcyjnie
wzgledem liczby skrzyzowan w diagramie dbajac,
by caly czas dla juz okreslonych wielomianów byl
spelniony warunek C. Zwrócmy tez uwage, ze za
kazdym razem, gdy definiujemy wielomian dla nowego
splotu, jest on wyznaczony jednoznacznie przez
warunek C.

Niech (L, a), gdzie a = (al> a2, ... , a,.), bedzie
zorientowanym splotemL o n skladowych
z n wyróznionymi punktami al' a2, ... , an; po jednym
punkcie w kazdej skladowej (rys. 6). Mówimy, ze
diagram (L, a) jest rozwiazany, gdy obchodzac go
zgodnie z orientacja i rozpoczynajac od puktual'
nastepniea2 itd. az do punktu an, kazde pierwszy raz
napotkane skrzyzowanie pokonujemy góra (tak
naprawde oznacza to, ze splot jest trywialny).

Dla rozwiazanego diagramu on skladowych
definiujemy
F(L.a)(X, y) = (x + Yt-I (warunek C jest spelniony,
porównaj zadanie).

W szczególnosci zdefiniowalismy w ten sposób nasz
wielomian dla diagramów bez skrzyzowan (nie zalezy
on od punktów wyróznionych) ..

Zalózmy teraz, zeFL jest zdefiniowany dla diagramów
L z mniej niz k skrzyzowaniami (i warunek C jest
dla nich spelniony). Rozwazmy teraz diagramL
z k (k > O) skrzyzowaniami. WielomianFL zdefiniujemy
w kilku krokach.

K

We/d piaski L,

o

Znajdziemy wielomiany obu trójIistników. Dla lewostronnego
mamy (patrz zadanie):
FL2(X, y) = x+ y; FL(x, y) = FK2(X, y) = 1.I
Z warunku C: FL.(x, y) = - (FL(x, y) - yFL2(X, y» =x

I I y2
= -(I-y(x+y)) = ----y.x x x
I ostatecznie (znów z warunku C) :

I l (l y2 )
FK(x, y) = - (FL,(x, y) - yFK2(X, y)) = - - - - - y- y =x x x x

l y2 2y

= x2 - x2 - --;-

Prawostronny trójlistnik K jest lustrzanym odbiciem lewostronnego.l x2 2x
Tak wiec Fi(x, y) = Fx(y, x) = - - - - -, czyli Fi '" FK.

y2 y2 Y

Do znalezienia wielomianuF dla wezla babskiego i plaskiego nie
musimy wykonywac zadnych rachunków. Wystarczy skorzystac
z tego, iz wezel plaskiLp jest suma dwóch róznych trójlistników,
a wezel babskiLb suma dwóch prawostronnych trójlistników.
Mamy FLp(x, y) = Fx *K(x, y) = Fx(x, y) . Fii(X, y),
F'b(X, y) = Fx*x(x, y) = FK(x. y). Fx(x. y) i poniewaz
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Pozostaje jeszcze wykazac, ze jesli dwa diagramy opisuja
ten sam splot, to przypisany im jest ten sam wielomian.
Trzeba sie tu odwolac do twierdzenia Reidemeistera
mówiacego, ze jdli dwa diagramy opisuja ten sam
splót, to od jednego do drugiego da sie przejsc za

, pomoca opisanych obok,(rys.8) kroków (tzw. ruchy
Reidemeistera). Trzeba jeszcze wykazac, ze te ruchy
nie zmieniaja wielomianu diagramu. Mozna to zrobic
przez indukcje wzgledem liczby skrzyzowan
odpowiednio wybierajac punkty wyróznione.

Dowód ten pozwala dalej modyfikowac i uogólniac
. niezmienniki splotów. Mozna zmieniac równanie
w warunku C lub wartosc niezmiennika dla wezla
trywialnego (dowód nie zmieni sie). Jest nadzieja, ze
odpowiednio dobierajac to równanie otrzymamy
niezmiennik, który rozrózni jeszcze wiecej splotów.
Wiadomo jednak, ze zaden wielomian tego typu nie
rozrózni splotów z rysunku 5.

Rys. 8

Mgr Andrzej KOK

a
Tak wiec a+aq+ , .. +aqn+ ... = -- dla O < q' < 1.l-q
No dobrze, ale jak pozbyc sie zalozenia o dodatnioscia i q?
Po prostu nalezy rozpatrywac odcinki skierowane. Odcinki ujemne równolegle doko odkladamy
w dól, a równolegle dob w lewo (rys. 5).

Pozostawiamy Czytelnikowi w~prowadzenie wzorów na SU1uydlaq < O.

Znane wzory na sume skonczonego i nieskonczonego szeregu geometrycznego mozna znalezc
metodami geometrii.
Wezmy dwie, na razie dodatnie, liczbya i q. Na ustalonej prostejb odkladamy odcinekBoBI

o dlugosci a i przez punkty Bo i BI prowadzimy równolegle prosteko i kl' Na prostej ko

obieramy punkt Co, a na prostejkI punkt CI tak, by BoCo = l, BICI = q oraz punkty Co

i CI lezaly po tej samej ~tronie prostejb. Prowadzimy teraz prostac przez punkty Co i C,
oraz,prosta lo przez Bo i CI'
Konstruujemy teraz ciagi(Bn) i (Cn) punktów nalezacych do prostychb i c. Przypuscmy,
ze mamy juz punktBn_ l' Prowadzimy przezBn_ I prosta In_ lilio - Cn jest punktem przeciecia
ln_ I Z C - oraz przezCn prosta knllko - Bn jest punktem przecieciakn z b. Ponadto na prostejk o

obieramy punkty Dl> D2 ... tak, by proste CnDn byly równolegle dob.

Zauwazmy, ze punktBn zawsze lezy miedzyBo i Bn+ I, a ponadto dlaq < I (rys. l) lezy
miedzy Bo i B - punktem przeciecia prostychb i c (wynika to z aksjomatu Pascha).
Trójkaty t;. BoBI CI, t;.BI B2 C2, ~.. , t;.Bn_ l Bn Cn sa podobne, równiez trójkaty
/'.,Bo Co C I, , t;.Bn_ I Cn_ I Cn sa podobne, tak wiec latwo otrzymujemy
B2C2 = q2, , BnCn = qn; BIB2 ="aq, ... , Bn_IBn = aqn-I.

Suma a+aq+ ... +aq"-I jest zatem dlugoscia odcinkaBoB •.
C D CD

Z podobienstwa trójkatów t;.DI CI Co i t;.DnCnCo mamy _n_n_ = __o_n_.
CIDI CoDI

Mamy tez CnDn = BoBn, CIDI = a. Ponadto dlaO < q < I :CoDn = CoBo-BoDn = I_qn

i ~oD, = l-q (rys. 1), natomiast dlaq> l: CoDn = qn_l, CoDI = q-I (rys. 3).
. I_qn

W obu przypadkach mamy WIeCBoBn = a+aq+ ... +aqn-I = a' ---ol-q
Dla q ;;. I dlugosci odcinków BoBn rosna nieograniczenie.

Istotnie, BoBn = Bo B I + ... +Bn_ I Bo ;;. n' a. Natomiast dlaO < q < I ciag (Bn) jest zbiezny
do punktu B.

Wystarczy pokazac, ze dla dowolnego punktuA i' B z odcinka Bo B do odcinka Bo A nalezy
tylko skonczenie wiele punktówBn (pamietajmy, ze wszystkie naleza do odcinkaBoB). Jesli
Bn E BoA, to dlugosc BnBn+ I jest równa co najmniej dlugosciAA2 (rys. 4), gdzie
AAdl/o, Al A211ko, Al E c, A2 E b. Tak wiec jesli Bn E BoA, to BoBn'= BoBI + ... +Bn_IBn ;;.

BB
;;. n' AA2• Otrzymujemy stad, ze liczban musi byc mniejsza niz_o_n_.

AA2
a

Latwo obliczyc, zeBo B = -- (z podobienstwa t;. Co CJ Dl i t;. Co BBo).l-q
c
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Geometrycznie o szeregu geometrycznym
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