
Inna odleglosc, inna geometria
/'

Narysujmy dowolna krz,rwa plaska zamknieta S, mocno wypukla i majaca srodek symetrii, np. taka Jak na rysunku. Mocno wypukla

to taka, której kazda cieciwa w calosci (poza koncami) zawiera sie w ogranicz~mym z obszarów, na które ta, krzywa rozcina plaszczyzne
(krzywa nie zawiera odcinków).

Oznaczmy jej srodek przezo. Dla dowolnych dwóch punktówx, y

plaszczyzny niech

x'o

f/s(x, y) = XIO'

gdzie xyox' jest równoleglobokiem, a punktx, to przeciecie
pólprostej ox' z S.

Zauwazmy, ze funkcjaf/s jest przesuwalna, to znaczy
jesli xytz jest równoleglobokiem, tof/s(x, y) = (!s(z, t).

Mamy tez
(ls(x, y) = O wtedy i tylko wtedy, gdyx = )I,

a z posiadania przez S srodka symetrii wynika, ze

(ls(x, y) = (!s(y, x).

&

l.atwo zauwazyc, ze: (*) jesliz jest punktem odcinkaxy, to

f/s(x, z) + f/s(z, y) = f/s(x, y).

Istotnie, wynika to z oczywistej równowaznosci

x/z' z'o x'o
xz+zy = xy <-+-- + -- = --

XIO X,O X,O

i z przesuwalnosci funkcji(ls.

Jesli natomiast z nie jest punktem odcinkaxy, to

(!s(x, z) + f/s(z, y) > (!s(x, y).

Gdy z jest punktem prostejxy, wynika to natychmiast z (*).
Niech wiec z nie lezy na prostejxy. Dorysujemy kilka punktów

z": lezy na pólprostej OZI i z" x'llxlz/,

z"': lezy na pólprostej OZI i z'" = z'z",

t': t'x'z'ojest równoleglobokiem,
tl: przeciecie pólprostejot' z S,
s: lezy na prostejx'z' i sz"lIt,z/,

t: tsz" z'" jest równoleglobokiem.

Zauwazmy, zees(x, y) = (!s(x', o) = f/s(z", o), gdyz Z

x'o z"o
twierdzenia Talesa mamy -- = --.

x,o z,o

Wobec tego twierdzenie jest dowiedzione, gdyz' lezy poza

odcinkiem oz", bo wówczases(z, y) > (ls(x, y). Niech wiec
z' bedzie punktem odcinkaoz". Wówczas, wobec mocnej
wypuklosci 5, mamy

1: tlzlO < 1: z,x,o,



a wiec punkt $ jest punktem odcinkax'z'. Poniewaz (znów z twierdzenia Talesa)es(z', z") = es(o, z"') = es(o, t) = (!s(z', $) <
< es~z', x') = (!s(x, z), wiec

es(x, z) +es(z,y) > es(z', z")+ es(o, z')= es(o, z") = es(x, y).

Wszystkie dotychczas ustalone wlasnoscies mówia, ze
10 jest ona metryka (czyli sposobem mierzenia odleglosci) na plaszczyznie,
2" jest przesuwalna,

3° proste metryczne sa zwyklymi prostymi (w dowolnie ustalonej metrycee prosta metryczna wyznaczona przez punktya i b, to zbiór
wszystkich punktów spelniajacych waruneke(ax)+e(xb) = e(ab) lub e (xa)+ e(ab)= e(xb) lub e(ab)+e(bx) = e(ax».

Jest to przyklad metryki Minkowskiego, przy czym nie kazda metryka Minkowskiego ma wlasnosc 3° (porównaj artykul Z. Sawonia,
a zwlaszcza przyklady z kwadratami).

Metryka, w szczególnoscies,okresla na plaszczyznie geometrie. Pokazemy, ze geometria wyznaczona przez obrana przez nas krzywa S
rózni sie od geometrii euklidesowej.

N

W przestrzeni metrycznej mówimy, ze prostaK przechodzaca

przez punktp i przecinajaca prostaL w punkcie q jest
prostopadla doL (KJ.L), gdy odcinek pq jest naj krótszym
sposród odcinków laczacychp z L (mierzymy oczywiscie za
pomoca obranej metryki). Na rysunku widac, ze prostaK jest
prostopadla do kazdej z prostychL, M, N, mimo ze wszystkie one

przechodza przez punkta (prostopadla w sensie metrykies).

Kolejny rysunek pokazuje, ze zKJ.L nie wynika LJ.K (znów
w sensie metryki es). Warto tez zobaczyc, jak w przestrzeni z
nasza metryka wygladaja rózndiguty. Czytelniku, spróbuj
narysowac trójkat równoboczny, kwadrat i okrag.

Mozna udowodnic, ze geometria wyznaczona przez krzywa S
jest geometria euklidesowa (czyli sa w niej takie same twierdzenia)
wtedy i tylko wtedy, gdy S jest elipsa. W szczególnym przypadku,
gdy S jest okregiem jednostkowym,es jest zwykla odlegloscia.

dr hab. Marek KORDOS

__ Zadania

Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 406. W czworoscianieABCD wszystkie pary przeciwleglych krawedzi sa wzajemnie prostopadle.
Udow~dnic, ze srodki wszystkich krawedzi leza na jednej sferze.
Rozwiazanie na str. 16

.M 407. Niech a i d beda liczbami naturalnymi. Wykazac, ze w ciagu arytmetycznyma, a+d,
a+2d, ... istnieje nieskonczenie wiele liczb majacych ta.kie same dzielniki pierwsze.
Rozwiazanie na str. 16

M 408. W okregu o promieniu I dana jest pewna liczba cieciw. Wykazac, ze jesli kazda srednica

przecina co najwyzejk cieciw, to suma dlugosci wszystkich cieciw jest mniejsza odk1l.
Rozwiazanie na str. 2

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZi mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 178. W stanie niewazkosci unosza sie w zamknietym naciyniu dwie jednakowe krople cieczy.
Ciecz jest w równowadze termodynamicznej z wlasna para nasycona. Jakie zmiany zachodzic
beda w ukladzie?
Rozwiazanie na str. 15

F 179. Co nastapi po polaczeniu rurka dwóch jednakowych baniek mydlanych?
Rozwiazanie na str. 14
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