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Co udowodnil Etienne Fouvry~

x"+y" = z"(1) ~

w liczbach calkowitych x, y, z róznych od zera, gdzien jest liczba naturalna wieksza od 2.

Mozna zakladac, ze liczbyx, y, znie maja wspólnego dzielnika wiekszego od 1; mozna by
bowiem przez taki wspólny dzielnik te liczby podzielic uzyskujac znów rozwiazanie równania
(1). Mozna równiez zakladac, ze zadne dwie z liczbx, y, z nie maja wspólnego dzielnika wiekszego
od l. Bylby on bowiem równiez dzielnikiem trzeciej liczby na mocy (1).

Juz Pierre Fermat (1608-1665) udowodnil, ze równanie (1) nie ma rozwiazan dlan = 4. Dowód

tego faktu jest calkiem elementarny; mozna go znalezc w kazdej niemal ksiazce z ele~entarnej
teorii liczb, np. W. Sierpinski, Wstep do teorii liczb,PZWS, Warszawa 1965.

Wobec tego wystarczy ograniczyc sie do badania równania (1) w przypadku, gdyn = p jest
liczba pierwsza wieksza od 2.

Oznaczajac w = - z i przenoszac wszystkie skladniki na strone lewa otrzymujemy wiec równanie

(2)

Ograniczymy sie w dalszym ciagu do rozwazania tylko takich rozwiazan równania (2) w liczbach
calkowitych x, y, w parami wzglednie pierwszych i róznych od zera, ze zadna z tych liczb nie
jest podzielna przezp. Jest to tak zwanypierwszy przypadekrównania (2). Oczywiscie, do
zbadania wszystkich rozwiazan tego równania nalezy rozpatrzyc jeszcze drugi przypadek, gdy

jedna z liczbx, y, w jest podzielna przezp. Tym drugim przypadkiem w nipiejszym artykule
zajmo~ac sie nie bedziemy.

Na poczatku XIX wieku Sophie Germain (1776-1831) udowodnila, ze dla wielu pierwszych
p równanie (2) nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku. Wykazala mianowicie, zejezeli

równiez q= 2p+ 1jest liczba pierwsza, to równanie(2) nie ma ~ozwiazan w pierwszym przypadku.

Dowód jest prosty i elementarny, wiec go przytoczymy. Z koniecznosci zostal on zredagowany
zwiezle, wiec dokladne zrozumienie go bedZie wymagalo od Czytelnika pewnego
samodzielnego wysilku.

,
Udowodnimy najpierw kilka ~faktów pomocniczych.

9. Paradoks rozmiarów

Wzglednosc równoczesnosci ma takze wplyw na pomiar odleglosci.
Na przyklad dlugosc preta mierzy sie wyznaczajac w tej samej
chwili wspólrzedne jego konców. Poniewaz zdarzenia równoczesne

w jednym ukladzie inercjalnym nie sa równoczesne w innym, I
wynik pomiaru zalezy od ukladu odniesienia.

Niech pret o jednostkowej dlugosci spoczywa w ukladzieO,
a obserwator znajduje sie w ukladzieO' poruszajacym sie wzgledem
O z predkoscia tJ. Na rysunku 9a przedstawione sa linie swiata
konców preta oraz fragment hiperboli jednostkowej. DlaO

zdarzenia Oj A sa równoczesne i pomiar dlugosci daje wynik 1.
Dla O: równoczesne sa zdarzeniaO i B, a wiec dlugosc preta
l' jest mniejsza od 1(OC jest jednostka dlugosci w ukladzieO').

OB OA
Latwo mozna uzyskac wynik ilosciowy:l' = -- = --,

OC OD

gdzie OA = 1, a OD otrzymujemy z warunku przeciecia hiperboli
z,osia Ox'. Stad l' = Y1-(tJ/c)2.
Taki sam wynik otrzymujemy w przypadku, gdy pret spoczywa
w ukladzie O', a obserwator wO (rys. 9b).

Rys.9a

Rys.9b



Lemat 1. Jezeli p oraz q = 2p+ 1 sa liczbami pierwszymi i liczbau nie jest podzielna przezq,
to liczba u' daje reszte 1 lub -1 z dzielenia przezq.

Dowód. Skorzystamy z tzw. malego twierdzenia Fermata, które orzeka, ze jezeli liczbau nie
jest podzielna przez liczbeq, to liczba u9-I_l jest podzielna przezq. Dowód tego twierdzenia
mozna znalezc w podanej wyzej ksiazce. Mamy zatem

q I u9-I_l = u2'-1 = (u·-l)·(u·+l),

tzn. jedna z liczbu' -1, u' + 1 jest podzielna przezq. Wynika stad teza lematu.

Wniosek. Jezeli liczbaa' + b' + c' jest podzielna przezq, to jedna z liczba, b, c jest podzielna
przez q.

Dowód. Jezeli zadna z liczba, b, c nie jest podzielna przezq, to na mocy lematu 1 liczba
a'+b'+c' przy dzieleniu przezq daje reszte ± L± 1± I (przy odpowiednim wyborze znaków
+ lub -). To znaczy, ta reszta jest równa 1, -1,3 lub - 3. Jest to niemozliwe, poniewaz
liczba a' +b' + c· z zalozenia jest podzielna przezq bez reszty, aq = 2p+ 1 > 3. Uzyskana
sprzecznosc dowodzi, ze wniosek jest prawdziwy. /

Oznaczmy T(x, y) = X'-I_X'-2Y+X'-3y2_ 000 _xy·-2+y"-I.
Mamy tozsamosc

(x+y)' T(x,y) = x·+y·.(3)[~- ~
Lemllt 2. Jezeli d jest dzielnikiem liczbyx+ y, to liczby T(x, y) oraz px·-1 daja te sama reszte
z dzielenia przezd.

Dowód. Z zalozeniadlx+ y wynika, ze)iczby x oraz -y daja te sama reszte z dzielenia przez
d. ?:atem kazda zp liczb:

X'-l, X'-2 . (_ y), x'-3. (_y)2, ... ,x' (_ y)'-2, (_ y)'-l

daje te sama reszte z dzielenia przezd. Teza lematu wynika wiec ze wzoru okreslajacego
~~ /

Przystepujemy teraz do dowodu twierdzenia Germain. Przypuscmy, ze liczby calkowite rózne
od zera x,.y, w sa parami wzglednie pierwsze i niepodzielne przezp oraz spelniaja równanie
(2). Z powyzszego wniosku wynika, ze jedna z nich jest podzielna przezq. Niech np. qlw.

Liczby x+ y oraz T(x, y) sa wzglednie pierwsze, poniewaz na mocy lematu 2 kazdy ich wspólny
dzielnik d dzielilby tez liczbepx·-l i na mocy (3) i (2) dzielilby liczbe w'. Z zalozenia jednak
liczba w nie jest podzielna przezp, a liczby x i w sa wzglednie pierwsze. Zatemd = 1.

Na mocy (3) i (2) iloczyn liczb wzglednie pierwszychx +y oraz T(x, y) jest p - ta potega liczby

calkowitej róznej od zera. Kazda z tych liczb jest wiecp-ta potega liczby calkowitej.
W szczególnoscix+ y = ,'. Podobnie dowodzimy, zex+ w = s', y+ w = t' dla pewnych liczb
calkowitych s i t.

Znany jest nastepujacy paradoks. Wzdluz szeregu przeszkód porusza sie z duza predkoscia pret
(rys. 9c). Dlugosc preta i odleglosci miedzy przeszkodami mierzone we wlasnych ukladach
od\niesienia sll takie same. Pret zaczyna zblizac sie do przeszkód z niewielka predkoscia. Czy
moze je minac? W ukladzie zwiazanym z przeszkodami pret ulega skróceniu i miniecie

przeszkód jest mozliwe. Inaczej jest w ukladzie zwiazanym z pretem. Teraz skróceniu ulega
odleglosc miedzy przeszkodami i przejscie preta nie jest mozliwe.

v
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Na rysunku 9d widoczny jest "przekrój" czasoprzestrzeni, do którego naleza przeszkody.
Przedstawione na nim linie swiata konców preta sa rzutami rzeczywistych linii swiata w
trójwymiarowej czasoprzestrzeni. W ukladzie O dlugosc pretaOB jest mniejsza od odleglosci

miedzy przeszkodami. W ukladzie tym oba konce preta dochodza równoczesnie do szeregu
przeszkód (zdarzeniaO i B). W ukladzie O' prawy koniec preta 51ochodzi do przeszkód
(zdarzenie D równoczesne zDl) wczesniej niz lewy (zdarzenieO'). Ciag przeszkód nie jest wiec
w tym ukladzie równolegly do preta i mimo ze przeszkody rozmieszczone sa gesciej, pret moze je
minac. W ten sposób paradoks zostal rozwiklany. Jego zródlem jest "wzglednosc równoleglosci".
Dwa poruszajace sie wzgledem siebie odcinki moga byc równolegle tylko w jednym ukladzie

odniesienia. Dlatego gdy mówimy o precie poruszajacym sie równolegle do przeszkód, musimy.
okreslic, w którym ukladzie ma miejsce ta równoleglosc. My wybralismy uklad zwiazany z
przeszkodami. Czytelnikom pozostawiamy przedyskutowanie przypadku, gdy pret jest
równolegly do przeszkód w ukladzie odniesienia zwiazanym z pretem.
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Rozwiazanie zadania F 185. Nominalna moc

zarówki P wynosi V2/R, gdzie V-napiecie

skuteczne sieci elektrycznej, R - opornosc
wlókna.

20W

220 V

Ze wzgledu na dziesieciokrotna róznic5.
opornosci zarówek przy otwartym wlaczniku

(patrz rysunek) napiecie na zarówce o mocy
20 W jest bliskie napieciu sieci, a napiecie

na zarówce 200 Wokolo 10 razy mniejsze.
Oznacza to, ze moc wydzielona w' zarówce

20 W jest bliska nominalnej, a moc zarówki

200 Wokolo 100 razy mniejsza od nominalnej,

czyli zarówka ta praktycznie nie zaswieci.

Gdy klucz jest zamkniety, swieci sie tylko

zarówka 200 W, ~o napiecie na zarówce
20 W jest mikorno male.

Poniewaz qlw, wiec qlx i qly. Stad qls i qlt. Ze wzoru x+ w = sPwynika wiec, ze liczbyx i sP
daja te sama reszte z dzielenia przezq, mianowicie reszte1 lub -l na mocy lematu 1. Wobec

tego reszta z dzielenia liczbypxP-1 przez q jest liczba p' (± ly-l = p. Mamy 2w = (x+ w)+
+(y+w)-(x+y) = sP+tP+(-r)P. Poniewaz q/w, qls, qlt, wiec z wniosku otrzymujemy, zeqlr,

a zatem qlx+ y. Wobec tegoqlT(x, y)bowiem liczby x+ y i T(x, y) sa wzglednie pierwsze.

Poniewaz T(x, y) jest p-ta potega, wiec z lematu l otrzymujemy, ze reszta z dzieleniaT(x, y)

przez q jest równa l lub -l. Z drugiej strony z lematu 2 wynika, ze liczbaT(x, y) -przy dzieleniu
przez q daje taka reszte, jak liczbapxP-1, tzn. resztep. Uzyskalismy sprzecznosc, gdyz liczby
l, - l i p daja rózne reszty z dzielenia przezq = 2p± l.

Sprzecznosc ta dowodzi, ze równanie (2) nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku, jezeli
liczba q = 2p+ l jest pierwsza.

Z udowodnionego twierdzenia wynika na przyklad, ze równanie (2) nie ma rozwiazan w

pierwszym przypadku dlap = 3 (poniewaz liczba 2 . 3+ l '7 7 jest pierwsza) i podobnie dla
p = 5, 11,23 itd.

Sophie Germain udowodnila twierdzenie ogólniejsze:
Jezeli dla pewnej liczby naturalnej m liczba q= 2mp+ l jest pierwsza oraz

(*) wsród reszt,jakie dajaprty dzieleniu prz~z q liczbylP, 2P, 3P,... , (q-l)P nie ma liczby p
ani nie ma dwóch liczb kolejnych,
to równanie (2) nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku.

Zastosujemy to ogólniejsze twierdzenie do liczbyp = 7. Biorac m = 2 stwierdzamy, ze liczba
q = 2mp+ l = 29 jest pierwsza. SprawdzimY warunek (*). Znajdujemy wiec reszty, jakie daja
liczby P, 27, 37, ••• 277, 287 przy dzieleniu przez 29. Po wykonaniu odpowiednich obliczen
stwierdzamy, ze wsród tych reszt sa tylko liczby l, 12, 17, i 28. Nie ma tu ani liczby 7, ani

dwóch liczb kolejnych. Zatem na mocy ogólniejszego twierdzenia Germain równanie (2) przy
p = 7 nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku.

Twierdzenie Germain bylo uogólniane przez wielu autorów na rózne sposoby. Zastepowano
warunek (*) innymi, zwykle dosc skomplikowanymi, warunkami na liczbem, przy których
spelnieniu równanie (2) nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku.

Poslugujac sie takimi warunkami sprawdzono, ze równanie (2) nie ma rozwiazan w pierwszym
przypadku dla wielu miliardów poczatkowych liczb pierwszychp. Nie umiano jednak udowodnic
tymi metodami (ani zadnymi innymi), zedla nieskonczenie wieluliczb pierwszych p równanie
(2) nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku.

Dopiero ostatnio to udowodniono wykorzystujac m.in. idee Sophie Germain, by badac liczby
pierwsze postaci2mp+ 1.

Mianowicie L. M. Adleman i D. R Heath-Brown lIdowodniIi, ze jezeli jest "dostatecznie duzo"

liczb pierwszych postaci2mp+ l, gdzie m i p,spelniaja odpowiednie warunki, to wsród
rozwazanych tu liczb pierwszychp istnieja takie, dla których równanie (2) nie ma rozwiazan
w pierwszym przypadku.

2
Mówiac dokladniej: Ustalamy (duza) liczbeX oraz liczbeg spelniajaca - < g < l i rozwazamy

, 3

\wszystkie takie liczby pierwszep" ze Xe < p < X. Jezeli liczb pierwszychq mniejszych odX,
X

postaci q = 2mp+ l, gdzie 3lm, jest dostatecznie duzo, tzn. wiecej niz C __o, gdzie C jest
, • ~X

pewna stala dodatnia niezalezna odX i g, to wsród rozwazanych tu liczb pierwszychp sa i takie,
ze równanie (2) nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku.

Tak wiec problem zostal sprowadzony do zbadania, czy jest dostatecznie duzo liczb pierwszych
q spelniajacych powyzsze warunki.

Otóz Etienne Fouvry w pracy opublikowanej w 1985 roku w czasopismielnventiones

Mathematicae stosujaC m.in. metode sita oraz przeprowadzajac dlugie i skomplikowane rachunki
udowodnil, ze przyg = 0,6687 liczba liczb pierwszychq opisanych wyzej jest wieksza niz

X
C -- , gdzie C jest pewna stala dodatnia niezalezna odX.

10gX _

2
Poniewaz g = 0,6687 > -" wiec na mocy sformulowanego wyzej wyniku Adlemana i Heath-

3

Browna otrzymujemy, ze dla kazdej dostatecznie duzej liczbyX istnieje liczba pierwszap wieksza
od xe,dla której równanie (2)' nie ma rozwiazan w pierwszym przypadku. Liczb pierwszych
p o tej wlasnosci jest wiec nieskonczenie wiele. "
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