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Praca nadeslana na Konkurs dotyczy nowej metody dowodzenili pewnych nierównosci.
W niniejszym skrócie umieszczam jedynie wazniejsze twierdzenia (bez dowodów) i niektóre ich
~tosowania. Oto glówna idea mojej metody.
Chcac udowodnic nierównosc postaci

f(Xlo X2, ... , x.) ~ g(Xlo X2, •.. , x.)

postepujemy w nastepujacy sposób: Rozpatrujemy jedna strone nierównosci, np.g(x 1, ... ,x.),

i dokonujemy kolejnych zmian wartosci zmiennych (za kazdym razem zmieniamy wartosci tylko
dwóch zmiennych). Ten proces zmian kontynuujemy w nieskonczonosc, przy czym zmiany te sa
tak dobrane, ze za kazdym razem funkcjaf nie zmienia swojej wartosci, funkcjag zas przyjmuje
coraz mniejsze wartosci i ten malejacy ciag wartosci funkcjig jest zbiezny do wartosci funkcjif.
Przystapmy teraz do precyzyjnego przedstawienia tej metody. Na wstepie podamy kilka pojec
o charakterze ogólnym.

Jest to skrót pracy nagrodzonej zlotym
medalem w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki w 1985 r.

Definicja. Wezmy pod uwage ciagla funkcje rp:p -+ R, gdzie P jest podzbiorem plaszczyznyR2•

a) Jezeli dla kazdego punktu(x, y) E P liczba rp(x, y) lezy w przedziale domknietym o koncachx
i y, to funkcje rpnazywamy mediana.

b) Jezeli dla kazdego punktu(x, y) E P, gdzie x opy, liczba rp(x, y) lezy w przedziale otwartym
o koncach x i y, to funkcje rpnazywamy mediana wlasciwa (zalozeniex # y jest tutaj konieczne).

Nastepujace funkcje

rp(x, y) = x+y2

tp(x, y) = YxY

1)(x, y) = (XI':rJ/I'

x,yER.

x.y~ O.

x,y ~ O,p > O

sa medianami. Funkcje rp i.1) sa medianami wlasciwymi. Jezeli dziedzine funkcjitp ograniczymy do
zbioru {(x, y) : x, y> O}, to tp tez bedzie mediana wlasciwa.

Niech rp :A -+ R bedzie mediana, a punkt(x~, ... , x~) E R' bedzie taki, ze kwadrat
o wierzcholkach (m, m), (m, d), (d, m), (d, d), gdzie m = min {xt ... , x~}, d = max {x~, ... , x~},
jest zawarty wA.

Projekcja punktu (x~, ... , x~) wzgledem mediany rpnazywamy dowolny ciag punktów
Xk = (X\k>, ... , X~k» E R· spelniajacy warunek:

Teraz juz mozemy przystapic do dowodzenia nierównosci.

W pracy udowodnilem m.in. twierdzenia:

Twierdzenie 1. Projekcja ekstremalna jest zbiezna wR' do punktu postaci (xo, Xo, ... , xo) ER'.

(xtt .~.+x~rl'.

gdyi#ropj.

al+ ... +a,

n

../-f Xl .. o XII'

'./-Jlal ... an~

X~k+l> = x~t>

Xl+ ... +X,

n

oraz

dla kazdegok = O, l, 2, ... istnieje taka para indeksówi, j, gdzie l ~ i ~ j ~ n, ze

X}k+l> = XJk+l> = rp(X}k>,xjk»

Twierdzenie 2. Projekcja normalna wzgledem mediany wlasciwej jest zbiezna w R' do punktu
postaci (xo, Xo, ... , xo) ER'.

Tak wiecXk+ 1 powstaje zXk przez "usrednienie" wspólrzednychxlk> i xjk>
za pomoca mediany rp.

Jezeli za kazdym razem usredniamy najmniejsza i najwieksza wspólrzedna,
to projekcje nazywamy ekstremalna.

Jezeli dla dowolnego podzialu zbioru {l, 2, ... ,n} na niepuste podzbioryA, B i kazdej liczby

naturalnej ko istnieje taka liczbak > ko, ze Xk+l powstaje zXk przez usrednieniexlk> i XJk>,
gdzie i E A, j E B, to projekcje nazywamy normalna.

Latwo wykazac, ze liczbaXo wystepujaca w obu twierdzeniach ma dla podanych poprzednio
funkcji rp,tp, 1) nastepujace wartosci:

Zadanie 1. Udowodnic, ze jezelial, ... , a, ~ O, to

~~~~

~~

~~~J

J~~J~
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czyli to, co mielismy udowodnic.

dla k = 0, 1,2, ...

·y'XI· ... ·X,· XJ· .... x.~

~ ,'r' XI ••... q>(x" xJ)' q>(x" xJ)' ... ·X•.

(1)

Niech (At)~o bedzie projekcja ekstremalna punktu(alt ... ,a.) wzgledem mediany'11. Oznaczajac
. ·.1j(XI, ... , x.) = •.XI ••••• x. mamy na mocy (1)

. . . al+ ... +a •.....
Pomewaz At •..•(ao, ... , ao), gdZie ao = -----, Wiec na mocy CiaglOSCIfunkCji1mamyn

, X+y , (x+y)2Dowód. Niech q>(X, y) = -2-' Jak wiadomo, xY'~ -2- = q>(x, y). q>(x, y).

Stad dla dowolnychXlt ••• , X. ~ 0, l ~ i < j ~ n, jest

Zadanie 2. Udowodnic, ze jezeli° ~ X, ~ l dla i = 1,2, ... ,n, to

n l n

V' ~ ~ -----;;-;==~ l +Xl 1+ .y'XI' •••• x.;=1

Dowód. Niech q>(x, y) = y' xy. Otóz, jezeli x, y E [0, l], to

l 1 l l
-- + -- ~ ---- + ----
l+x l+y l+q>(x,y) l+q>(x,y)

Nierównosc ta wynika dosc prosto z nierównosci

(2)

(y'X_y'Y)2 (l-y'xy) ~ O.

Stad dla dowolnychYI, .•. , Y.E [0, 1] i l ~ i < j ~ n jest

l 111
--+ ... +--+ ... +--+ ... +--~
I+YI I+Y1 I+YJ l+y.

l l 1 1
~ -'-+ ... +----+ ... + ---- + ... +--o

I+YI ,1+q>(y"YJ) l+q>(y"YJ) l+y.

Niech (Xt):; o bedzie projekcja ekstremalna punktu(xI, ..., x.) wzgledem mediany'11.

l 1
Przyjmujac, zeI(Ylt ... ,y.) = --- + ... + --- mamy na mocy (2)

l+YI l+y.

n l ,n

V' -- = I(X o) ~ I(Xt) ~ lim I(Xt) = I(xo ... xo) = --~ l +X, k_oo 1+xoi= 1

czyli to, co mielismy udowodnic.

I(Xt) ~ I(Xt+ I)

Podobnie jak w zadaniu l mamy

dla k = 0, 1,2, ...

n

'.1-- -,1+ •.XI .•• X.

Zadanie 3 (nierównosc Holdera). Udowodnic, ze jezelia" b, > O dla i = 1,2, ... ,n oraz liczby
l 1

dodatnie p i q spelniaja równosc - +.- = 1, to
P q

Rozwiazanie zadania M 429. Mamy

k<+3k2+ 1 = (k'+2k}k+ (k2+ I),

k'+2k = (k2+I)k+k,

k2+I=k·k+l.

Dowód (czesciowy). Niech

(XP+yP)I/P
q>(x, y) = --- ,

2 'P(X,y) = (x·;YT'··
Zauwazmy, ze kazdy wspólny dzielnik liczb

k<+ 3k2 + 1 i k' + 2k jest dzielnikiem k2 + l,
oraz ze kazdy wspólny dzielnik liezbk' +2k
i k2 + l jest dzielnikiem k<+ 3k2 + l. Tak wiec

NWD(k<+3k2+ l, k'+2k) = NWD(k3+2k,
k2+1).

Podobnie otrzymujemy

NWD(k'+2k,k,2+1) = NWD(k2+I,k) =
~ NWD(k, 1).
Ale NWD(k, l) = l, czyli liczby k'+ 3k2+ 1

i k' + 2k sa wzglednie pierwsze.

Wówczas mozna wykazac (dowód pomijam; w przypadkup = q = 2 jest on szczególnie prosty
- w tym szczególnym' przypadku dowodzona przez nas nierównosc nosi nazwe nierównosci
Schwarza), ze jesli cx•• CX2,{lI,{l2 > O, to
CXI{lI+CX2{l2 ~ q>(CXI,C(2)'P ({lI, {l2)+q>(CXI,C(2) 'P ({lI, {l2)'

Stad dla dowolnych CXlt... , CX.,{lI, ,{l. > O i dowolnych l ~ i < j ~ njest

(3) CXI{l1+ +cx,{l,+ ... +cxJ{lJ+ ... +cx.{l. ~

~ CXI{l1+ ... +q>(cx" CXJ)'P({lI,{lJH ... +q>(cx" cxJ)'P({l" {lJH ... +cx.{l•.
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Niech (Ak)~O bedzie projekcja normalna punktu(at. ... , a.) wzgledem medianyrp. Konstruujemy
teraz projekcje (Bk)f>:opunktu (bt. ... , b.) wzgledem medianyfil: jesli Ak+' powstal zAk przez

usrednienie wspólrzednychalk) oraz ajk), to Bk+l powstaje zBk przez usrednienie wspólrzednych
bjk) orazbjk). Oczywiscie, projek~ja(Bk) tez jest normalna.
Wówczas

f(Ak; Bk) ~f(Ak+'; Bk+')

Stad i z ciaglosci funkcjif mamy

f(oc" ... , oc.; {31' ... , {3.)= oc,{3,+ ... +oc.{3.

dla k = O, l, 2, ...

_(ar+ ... +a:)l/p
ao- ----

n '

bo = (b1+ .~. +b:rq.

Ak -> (ao ... , ao),

Bk -> (bo ... , bo),

mamy zgodnie z (3)

Oznaczajac

n

:L alb, =f(Ao; BoJ~ lim f(Ak; Bk) =f(ao, ... , ao; bo•... ,bo) =
;= l k-+oo

(p +-")l/P(bq+ +bq)llq n n=n al+'" uit l ,.. • =(:Laf),!P(:Lbf)l/q.
n n ;=1 ;=1

Przy dowodzeniu róznych nierównosci stosowalismy rózne mediany. Skad wiadomo, jaka
mediane zastosowac przy dowodzie konkretnej nierównosci? Nierównosci dowodzone
w zadaniach 1 i 2 sa postaci

(4) !.(a" .. " a.) ~ g.(al, .. " a.) nO::' 1,2,3, ..,

( Otóz mozna uzasadnic, Ze jezeli taka nierównosc da sie udowodnic wyzej prezentowana metoda,
to mediana q; musi spelniac warunek

(5) "
f2(rp(X, y), rp(x, y» = g2(X, y)

(w przypadku zadan 1 i 2 medianarp rzeczywiscie spelnia ten warunek), Tak wiec chcac
udowodnic nierównosc (4) wpierw wyznaczamy mediane z warunku (5).
Nie zawsze jednak nierównosc (4) daje sie udowodnic wyzej opisana metoda.

W przypadku zadania 3 sytuacja jest troche inna, gdyz wystepujaca tam nierównosc nie jest
nierównoscia typu (4). Mozna sie jednak dopatrzyc duzych podobienstw i uogólnic
warunek (5) na inne rodzaje nierównosci.

. _ Zadania

Prezentowana metoda dowodzenia nierównosci nadaje sie do dowodzenia nierównosci innych
typów (oczywiscie nie wszystkich), mozna bowiem z powodzeniem znajdowac jej modyfikacje .

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 427. W wierzcholku trójkata stoi pionek. Przestawiamy go do losowo wybranego jednego
z pozostalych wierzcholków (szanse wyboru kazdego sposród dwóch sasiednich wierzcholków sa
równe). NiechP. oznacza prawdopodobienstwo tego, ze pon krokach pionek stoi w wyjsciowym
wierzcholku. Znalezc limP•.

n->oo

Rozwiazanie na str. 5

M 428. Na/kuli o promieniu r opisano wieloscian o polu powierzchniS. Znalezc jego objetosc.
Rozwiazanie na str. 6

M 429. Wykazac, ze dla dowolnej liczby calkowitejk liczby op+ 2k i k4 + 3P + 1 sa wzglednie
pierwsze.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 192. Wewnatrz umocowanej,przewodzacej, nie naladowanej kuli o promieniuR znajduje sie
kuliste wydra'zenie o promieniur, którego srodek pokrywa sie ze srodkiem kuli. Jaka minimalna
predkosc nalezy nadac znajdujacej sie w srodku kuli czastce o masiem i ladunku q, aby po
przejsciu przez waski otwór w kuli odleciala w nieskonczonosc?
Razwiazanie na str. 5

F 193. Kulke metalowa oswietlono swiatlem o czestosciv wiekszej od czestosci granicznej dla
zjawiska fotoelektrycznego. Kulka znajduje sie w prózni, a jej promien wynosir. Jaki ladunek
ustali sie na kulce, jezeli praca wyjscia dla metalu, z którego jest ona wykonana, wynosiW?
Rozwiazanie na str. 4 ,,,'
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