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W latach piecdziesiatych trwalo poszukiwanie jeszcze lepszego
algorytmu. Odkryli taki algorytm Lester Ford i Selmer Johnson.
Ma on trzy fazy. W pierwszej fazie dzieli sie ciag na In/2J par,
zostawiajac ewentualnie jeden element na boku i porzadkuje sie
kazda pare. W fazie drugiej stosujac rekurencyjnie algorytm
Forda-Johnsona porzadkuje sie elementy wieksze par. Po tych
dwu fazach otrzymamy wynik, który mozna zilustrowac
diagramem (gdzie strzalka oznacza<):

co po zwinieciu daje:

n' 'log,(Jn/4)1-l2LIOI,(6n)J/3J+ llog,(6n))/2J.

Ponizej przedstawiamy tabelke kosztów trzech omówionych
algorytmów dla poczatkowych \Wrtoscin.

C, -+ C, -+ C3 -+ C4-+ Cs -+ C6 -+ Q4 -+ as Q/
t t
b4 bs b/ b/u

i = In/2J

5 7 lO 13 16 19 22 26 30 34 38 42 46 50 54

3 5 8 11 14 17 21 25 29 33 37 41 45 49 54 59

3 4 5 6 7 8 9 lO 11 12 13 14 15 16 17 18

3 6 lO t5 21 28 36 45 55 66 78 91 105 120 136 153

Q, -+ Q, -+ Q3 -+ Q4 -+ Qs Q,
t t t t t t
b, -+ b, -+ b3 -+ b4 -+ b5 •••••• b, b,+ I

bezposredni

Forda-Johnsona

n

Steinhausa

Wyznaczenie wzorem kosztu dzialania algorytmu Forda-Johnsona
jest zadaniem trudnym. Podamy tylko, ze koszt ten mozna
wyrazic suma:

n

L 'log,(3k/4)1,
k=2

Nastepna potega dwójki bedzie 16= 24• Liczac skrupulatnie
stwierdzimy, ze elementybu, b,o, b9, ba, b7, b6 mozna wstawic
bisekcja, kazdy za pomoca czterech porównan, o ile beda one
wstawiane w takiej odwrotnej kolejnosci. Albowiem wstawienie
bu przedluzy, byc moze, ciag poczatkowy, ale przechodzac do
wstawiania b,o wiemy. zeb,o < Q,o, co zapewnia, ze bisekcja
bedzie w dalszym ciagu kosztowac co najwyzej cztery
porównania itd.

gdzie C" C" C3, C4, CS, C6jest uporzadkowanym ciagiem
elementów Q" Q" Q3, b" b" b3. Nastepna potega dwójki jest
8 = 23• Jakie elementy mozna wstawic za pomoca trzech
porównan? Otóz wstawiajacbs w ciag C" ... , C6, Q4wykonujemy
trzy porównania i wstawiajacb4 w C" ...• C6 powiekszony byc
moze obs, tez wykom:ijemy tylko trzy porównania.

Zamienmy te kolejnosc wstawiania. Najpierw wstawiamyb3 •

w ciag b" Q, , Q" co kosztuje dwa porównania, nastepnie
wstawiamy b, w ciag co p.ajwyzej trzyelementowy (dojdzie, byc
moze, b3, ale Q, i Q3 sa wieksze odb,), co tez kosztuje tylko
trzy porównania. Po wstawieniu bisekcja tych dwu elementów
otrzymamy diagram:

W fazie trzeciej musimy elementyb" b3, b4, bs, ... , b" b/u

wstawic do uporzadkowanego ciagub" Q" Q" Q3, Q4, Qs, ... , Q/.

Teraz nastepuje najwazniejszy moment algorytmu. Przypomnijmy,
ze bisekcja dziala najskuteczniej, gdy ciag wraz ze wstawianym
elementem ma dlugosc, która jest potega dwójki. Wstawienie
bisekcja b, w ciag b" Q, wymaga dwu porównan, ale wówczas
wstawienie b3 w tak otrzymany ciag czteroelem«ntowy
wymagaloby juz trzech porównan.

nI n(n-l)(k-l) = --o
k=2 2

Sam proces wstawiania mozna jednak latwo przyspi~zyc.

Zauwazyl to po raz pierwszy polski matematyk Hugo
Steinhaus. Mianowicie zamiast porównywac Xt+, po kolei
z y" , Yt mozna porównacXt+, z elementem srodkowym ciagu

y" , Yt, czyli Z Yl<t+O/,J (gdzie Irl oznacza najwieksza liczbe
calkowita j nie wieksza nizr). W zaleznosci od wyniku

porównaniil i-t+, Z Y I(t+O/,J wstawiamy XH' albo do ciagu
y, •... ,YL(tU)/,J albo do ciagu Yut+o/'J+ " ... , Yt, ale kazde takie
wstawienie tez wykonujemy metoda porównania z elementem
srodkowym. Meto'de te nazywa sie bisekcja (metoda dzielenia na
polowy). Ile porównan wystarczy do wstawieniaXt+, w ciag
y" ... ,y. ta metoda? Latwo zauwazyc, ze gdyk + l jest potega
dwójJd, tzn. k+ l = 2/, wówczas wstawianie bisekcja kosztuje
i porównan. Na przyklad dlak = 3 mamy dwa porównania
(najpierw zy" potem zy, lub Y3), a dla k = 7 mamy trzy
porównania (najpierwZY4, a potem wstawiamy wy" y" Y3

lub Ys, Y6, Y7).Dla k+ l = 2' bisekcja za kazdym razem dzieli
dany ciag na dwie równe czesci, dzieki czemu liczba porównan
zawsze wynosii. Jezeli jednak k + l nie jest potega dwójki, to
takie dzielenie na dwie czesci nie zawsze da dwa podciagi o tej
samej dlugosci. Jaka bedzie wówczas maksymalna liczba
porównan? Wezmy najblizsza potege dwójki, wieksza nizk + l.
Czyli bierzemy naj mniejszei, takie ze 2' > k+ l. Liczba
porównan wykonywanych przy stosowaniu algorytmu bisekcji nie
moze byc wieksza niz toi. Zatem wstawienie Xt+, metoda
bisekcji w ciagy" ... , Yt kosztuje co najwyzej 'log,(k+ 1)1
porównan, gdzie'r1 oznacza najmniejsza liczbe calkowitaj nie
mniejsza niz r. Wstawiajac wiec w kazdym kroku do ciagu
y, < ... < y. element Xt+, metoda bisekcji otrzymamy algorytm
sortowania o koszcie co najwyzej

n

L 'log,(k)1
k=2

porównan. Czytelnik z latwoscia sam udowodni, ze powyzsza
suma równa sie

Jeden z najprostszych algorytmów polega na sukcesywnym
wstawianiu do juz uporzadkowanego poczatkowego ciaguy, <
< ... < Yt (l ~ k ~ n - l) elementu Xt+" porównujac go kolejno
z y" ... , Yt, az natrafimy na wlasciwe miejsce. Moze sie jednak
zdarzyc, ze takie wstawienie bedzie wymagalo porównaniaXt+,

ze wszystkimi elementamiy" ... , Yt. gdy Xt+, bedzie wieksze od
Yt. Zatem liczba porównan przy takim postepowariiu bedzie co
najwyzej równa

Mamy danych n róznych liczbx" ... , x. i chcemy je

uporzadkowac, tzn. ustawic w ciagy, < y, < ... < y•. Ponadto
jedyna operacja, która mozemy na tych liczbach wykonywac, jest
operacja porównania dwu liczb. Ile takich porównan trzeba
wykonac, aby dane liczby uporzadkowac?

n' 'log,nl-2'lol,nl+ l,

czyli ze algorytm Steinhausa jest znacznie lepszy od algorytmu
przed1\tawionego na samym poczatku.

Dopiero w roku 1981 wykazano, ze istnieje algorytm jeszcze
lepszy. jednak nawet dla wytrawnych informatyków zrozumienie

jego struktury jest powaznym problemem.
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