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Rozwi,zanie zadania F 198. Gestosc mozna
okreslic jako stosunek masy atomów
przypadajacych na komórke do objetosci
tej komórki; Latwo przcl<onac sie, ze na
rozwazana komórke przypadaja 4 atomy
chloru i 4 atomy sodu. Zatem gestosc soli
kuchennej wynosi

4mH(Acl + A N.)
II = ---a-J-

gdZIe mu om.acza mase atomu wodoru,
a ACI i AN. - masy atomowe chloru i sodu.
Stad

mH= _ gaJ
4(AcI+ANa) '" 1,67' 1O-24g.

Zawodowy matematyk, jesli chce, by jego prace byly czytane, pisze je w jednym z kilku jezyków,
które zyskaly range miedzynarodowych. Jaka taka ich znajomosc nalezy do elementarza
wyksztalcenia kazdego, kto chce pracowac naukowo. Trudno wszelako byloby wymagac od tak
mlodych adeptów matematyki, jakimi sa uczestnicy olimpiad, zeby i oni operowali biegle obcym
jezykiem. Pisza wiec swoje rozwiazania w swoich jezykach ojczystych. Trzeba potem przeciez te
rozwiazania jednolicie i sprawiedliwie ocenic. Wsród jurorów nie ma nikogo, kto bylby' w stanie
czytac i tekst polski, i finski, i mongolski.

Spróbujmy spojrzec "od kuchni" na prace Jury Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej.
Kto wchodzi w sklad jury? Oczywiscie matematycy, reprezentujacy panstwa uczestniczace w
olimpiadzie - po prostu opiekunowie poszczególnych ekip. Kazdy z nich czyta wiec prace
swoich podopiecznych. Jak to zrobic, zeby bylo sprawiedliwie? Trzeba tu jasno powiedziec, ze
nikt nie kwestionuje uczciwosci ocen, nie w tym rzecz. Rozwiazanie bezbledne otrzymuje ocene
maksymalna, rozwiazanie calkiem bledne otrzymuje ocene zero. Klopoty zaczynaja sie
przy rozwiazaniach czesCiowo poprawnych: luki w dowodach, przeoczenia przypadków,
bledy rachunkowe, brak precyzji, zrobienie tylko czesci zadania.
Rozwiazanie z analogiczna usterka moze byc przeciez calkiem róznie ocenione przez róznych
czytajacych.

w ciagu pierwszego dnia po zawodach jurorzy maja obowiazek zapoznac sie z pracami swoich
podopiecznych (wiekszosci ekip towarzyszy dwóch opiekunów, ale formalnie tylko jeden z nich
wchodzi w sklad jury, drugi jest zastepca;, prace uczniów czytaja i oceniaja jednak obaj). Tu
zaczyna sie rola koordynatorów. Sa to matematycy z kraju organizujacego olimpiade, wchodza
w sklad zespolu obslugi imprezy. Ich zadaniem jest, jak nietrudno zgadnac, koordynacja.
Kazdy koordynator ma przydzielone jedno z zadan konkursowych i w toku pracy staje sie
"specjalista" od tego zadania. Musi porozmawiac z wszYstkimi jurorami, gdy tylko zakoncza
oni pierwsze czytanie prac uczniowskich. Z tej rozmowy dowiaduje sie, jakie sa typowe metody
rozwiazania danego zadania, jakie sa typowe (a takze nietypowe) bledy i usterki, i wreszcie, jak
kazdy z jurorów proponuje oceniac rozwiazania obarczone tymi usterkami.

Na plenarnym posiedzeniu jury kazdy koordynator opowiada o "swoim" zadaniu, o efektach
przeprowadzonych wywiadów, przedstawia propozycje ocen za nie w pelni poprawne rozwiazania
i wywoluje tym lawine wypowiedzi. Ktos sposród czlonków jury, o liberalnym spojrzeniu na
swiat, uwaza, ze omawiane przeoczenie nie powinno wazyc zbyt wiele; inny, patrzacy ostrzej,
ripostuje, ze termin "przeoczenie" jest tu eufemizmem, ze takie rozwiazanie jest bezwartosciowe.
Dac jeden punkt czy szesc punktów? Demokracja: dyskusje, wnioski, glosowanie. Przewaza
opinia, ze naleza sie cztery punkty. Jest bezwzgledna wiekszosc glosów? To cale szczescie ...

Co dalej? Zamiast ogólnikowo, moze lepiej opowiedziec przykladem. XIV MOM odbyla sie w
Polsce, w 1972 roku. Bylem koordynatorem zadania nr 5. Oto jego tresc: Funkcje/,g :R-+R

spelniajarównanief(x+y)+f(x-y) = 2f(x)g(y)dlax,YER;f~ O, If(x) I ~ 1 dlaxER;
dowiesc, zeIg(y)1 ~ I dla y E R. Zadanie, jak za chwile zobaczymy, jest bardzo latwe. A jednak ...
A jednak na 107 uczestnikqw az 49 otrzymalo ocene zero. Jak to wyjasnil szef jednej z ekip,
czlonek jury: "U nas w szkolach rozpatruje sie tylko konkretne funkcje:ax2+bx+c, log x,
sin x itp. Ale funkcje tak w ogóle? To abstrakcja. Kazdy uczen zna definicje funkcji, ale gdy

trzeba cos udowodnic, nie majac w rece konkretnej funkcji, danej jawnym wzorem, staje
bezradny" .

Z podanego równania widac od razu, ze spelniaja je na przyklad funkcjef(x) = sin x, g(y) =
= cosy. I wszystko sie zgadza: i zalozenie (Isin xl ~ 1), i teza (Icos yl ~ 1). To zau~azyli
chyba wszyscy uczestnicy, ale u wielu na tym sie skonczylo. Niektórzy zauwazali, ze istnieja i inne
dobre pary funkcji - na przykladf(x) = cos x, g(y) = cos y, czy chocby po prostuf == 1, g == 1.
Wykonujac proste podstawienia mozna uzyskac pewne informacje o funkcjig; na przyklad
podstawienie y = O prowadzi do wniosku,ze g(O) = 1, a podstawienia y = x i y = - x
pozwalaja' przekonac sie, ze funkcjag musi byc parzysta. Wszystkie te obserwacje, razem
wziete, niewiele przyblizaja do rozwiazania zadania. Jednakze, choc moze trudno w to uwierzyc,
uczniowie, którzy odnotowali w swej pracy te wlasnie spostrzezenia (i nic ponadto), zostali

nagrodzeni jednym punktem (skala ocen za to zadanie przewidywala maksimum siedem
punktów).

Jak do tego moglo dojsc? Ano, w ekipach kilku panstw nikt z uczestników nie osiagnal nic
wiecej ponad te prosciutkie stwierdzenia. Trudno sie dziwic, ze szefowie tych ekip postawili
wniosek, by uznac to za przyczynek do rozwiazania zaslugujacy na dodatnia punktacje ("u nas
w szkolach itd."). Wniosek, choc z oporami - przeszedl!

Przy okazji, jest to wskazówka taktyczna dla uczestników olimpiad miedzynarodowych: pisac

w pracy wszystkie uwagi i spostrzezenia na temat danego zadania, nawet calkiem trywialne i we
wlasnej opinii bezwartosciowe. Zawsze sie tak moze zdarzyc, ze przez kurtnazje dla slabszych
ekip jury przyzna za to jeden lub dwa punkciki. A koncowa klasyfikacja powstaje przez
zsumowanie ocen za wszystkie zadania ...
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Ro••• i~.aDie zadania M 436. Rozpatrzmy
sciane o najwiekszej liczb,e bokówn. Ma ona

IIs~siadów o liczbach boków zawanych

miedzy 3 i II. W takim razie (zasada

szufladkQwa Dirichleta) pewne dwie sciany
mus~ miec te sama liczbe boków.

Ro.,.,i,zDDie zadania M 437. Poniewaz

suma dowolnych pieciu liczb napiSanych na

kartkach nie przekracza 2'+ ...+ 26 = 12<1,
losowan musi byc co najmniej szeSC. Kazde

ze zdarzen, polegajacych na tym. ze kartka

z liczba 2,.-1, n = 1.2 •...• 7 nie zostala

wylosowana, ma prawdopodobienstwo -~.7
Jesli II = 3,4,5,6 lub 7, to suma liczb na

wylosowanych kankach jest mniejsza odJ 24,
a po siódmym losowaniu wynosi 127. Zatem

prawdopodobienstwo otrzymania Iicz.by 127
. 5 ... "

wynOSI.., I jest Wieksze n1Z

prawdopOdobienstwo otrzymania 125 i 126.

i,zanie ad:aqialO t9" .p, lC _)' ':1<... l
ierscien pc.Ka....any :1;] T n~ (j-l.)'hy

aplecie Ulfe bylo rÓ711c 1':(.1UA(

r>.:ieniu pl} .~lhy < ,< ZaJ
l'7'z'riaz'1ne przewoduiki (co na.;A:,:"': :~.:en

Ich) nic sanadprzcwooni

Przeplyw·)w~ pradu tewJrz":i::"l w

~znegorodlaJu ZjawOSK" clf"pln,c

:;awlsko JouleJa-Lenza, CI :Ou :eJlIe
IJmnieJjednego zlacza, ofrzcwanie co

r,}ajmniejjednego zlacza itp. l.e wJ.6Iedu ~a

zachowanie energii pierS(; .en me moze

kJzdym swym punkCIe cieplejszy od

otoczenia. Jezeli gdzies jesrciepleJszy (a7.

pewnoscia takle miejsca sa ze wz~edl1 na

zjawisko loulc'a·Lenza), to mus.l.a tez byc

gdzies obszary o temperaturzemniejszejniz
temperatura otoczenia. W takim razie

umieszczajac chlodnice silnlka cieplnego

Vi chlodniejszym miejscu picd,cienia, a

grzejnik na zewnatrz pie~ienia moglibysmy,

jako jedyny skutek, zamieniac bez ograniczenia
cieplo z otoczenia na prace mechaniczna.

co jest sprzeczne z II zasada tennody~amik.i.
Gdyby A, B i C byly nadprzewodnikami i

r;dyby przynajmniej na poczatku U••• bylo

rózne od U••c+ Ue., to plynacy poczatkowo

bardzo duzy prad zniszczylby stan

nad przewodzacy

Ozywiona dyskusje 'wzbudzil sposób rozwiazania, który pojawil sie w kilku pracach, a polegal na
sprowadzeniu do równania rózniczkowego. Dwukrotne zrózniczkowanie lewej strony danego
równania wzgledem zmiennejx, a takze wzgledem zmiennejy, daje ten sam wynik. Podobnie
musi wiec byc i z prawa strona;zatem-f"(x)g(y) = f(x)g"(y) i wobeG dowolnosci x i y iloraz

f" If musi byc wielkoscili stala (zresztag" Ig tez). Z teorii równan rózniczkowych liniowych
wynika teraz, zef, jako funkcja ograniczona, musi byc postaciA cos ax+ B sin ax, co po
podstawieniu do danego równania dajeg(y) = cos ay, a wiec faktycznie Ig(y)1 ~ 1. No, dobrze;
ale kto pozwolil rózniczkowac? W zalozeniach zadania nie ma ani slowa o rózniczkowalnosci
fig!

Glosy w dyskusji:

- Co z tego? Branie pod uwage funkcji nierózniczkowalnych (czy wrecz nieciaglych) to
kwestia pewnej kultury matematycznej, której nie mozna zadac od uczniów.
- Nie przesadzajmy. Zadanie ma zalozenie i teze i nalezy przeprowadzic dowód.
Rózniczkowalnosc jako malo znaczacy warunek dodatkowy? Tak sie akurat sklada, ze wsród _
par funkcji/, g spelniajacych dane równanie funkcje nawet tylko ciagle sa "w ogromnej
mniejszosci", mozna powiedziec, wyjatkowe.

- Ale zauwazmy, ze w omawianych pracach zos!alo zrobione (wprawdzie pod dodatkowym
zalozeniem) znacznie wiecej, niz zadanie ~maga: zostaly ZIialezione wzory na funkcjefi g.
- Moze i wiecej, ale nie na temat!

W koncu ustalono, ze rozwiazanie takie kwalifikuje sie na trzy punkty ...

[Tu dygresja: rozwazane równanie funkcyjne to tzw. równanie Wilsona. W klasie funkcji ciaglych
i ograniczonych ma tylko rozwiazanie trygonometryczne podane powyzej. Gdy sie odrzuci

ograniczonosc, dochodza ~ozwiazania hiperboliczne (co,sh i siph zamiast cos i sin) oraz pary:
g == l,.fliniowa. Ale jest jeszcze mnóstwo (2<) rozwiazan nieciaglych.]

Podobnie bylo i z innymi zadaniami. Dalsze dwa dni to dopracowywanie ocen. Jurorzy czytaja
prace "swoich" zawodników, teraz juz bardzo starannie, koordynatorzy skladaja im wizyty. Po

uzgodnieniu ocen, wedlug ustalen z posiedzenia jury, podpisuje sie wspólny protokól i gotowe.
Tylko ze znów nie wszystko jest proste. Z rozwiazaniami bezblednymi oraz bezwartosciowymi,
a takze z tymi, które podpadaja pod schematy omówione na plenum jury, sprawa jest jasna. Ale
jest masa przypadków indywidualny~h. Na przyklad, rozwiazanie w zasadzie poprawne, tylko
ze - cos pnykuwa uwage koordynatora. Przejscie od którejs formulki do nastepnej wymaga
uzasadnienia, a w pracy, która mam przed oczami, formulki te oddziela troche za krótka
linijka tekstu. Prosze rozmówce, by przetlumaczyl ten tekst slowo po slowie - no, nie ma tego
uzasadniepia, prawda? No, nie ma ... Wiec luka. Jaka ocene Pan proponuje? Max minus
jeden - wiec szesc? Zgoda ... Czasem jednak trafia sie kontrowersja bardziej zasadnicza.
Przypadki, gdy nie udaje sie koordynatorowi osiagnac porozumienia z jurorem, staja sie
pnedmiotem dyskusji na kolejnym plenarnym posiedzeniu jury.

Utkwil mi w pamieci jeden taki przypadek. Uczen wybral metode bardzo okrezna i zawila, a
gdy byl juz prawie "w domu" i pozostawalo tylko uczynic jakies jedno drobne spostrzeienie - on
tego spostrzezenia nie uczynil i zamiast tego powolal sie na mocne i nieoczywiste twierdienie;
tresci tego twierdzenia nie pamietam dokladnie i zreszta nie ma to tu znaczenia. Na plenum jury
staje kwestia: jak to ocenic? Okazuje sie, ze nikt z jurorów (zawodowych matematyków, badz
co badz) nie jest pewien, czy to twierdzenie jest w ogóle prawdziwe, -nikt nie jest w stanie od
reki je udowodnic lub obalic. Ale czy to ma miec wplyw na ocene? Przeciez uczen nie moze

miec pojecia o teorii, o która zahaczyl. Wiec albo bluffowal, albo wydalo mu sie oczywiste cos,
co bynajmniej oczywiste nie jest. Ale jednak - jesli to twierdzenie jest prawdziwe, to nie mozna
wykluczyc, ze naszemu uczniowi zdarzylo sie cos takiego kiedys spotkac w literaturze i jego
szczescie, ze akurat na olimpiadzie trafila sie okazja do popisania sie zdobyta, chocby -
wyrywkowo, wiedza. No,'a wtedy - ocena max? Sprawe wyjasnil dopiero telefon do eksperta,
profesOra mieszkajacego w innym miescie, specjalisty od tych zagadnien (dobrze, ze nie byl na
urlopie). Twierdzenie okazalo sie bledne!

Na tymze posiedzeniu jury. padaja tez wnioski o wyróznienie rozwiazan szczególnie zgrabnych
lub pomyslowych. W naszym zadaniu wyróznienia doczekalo sie rozwiazanie takie: Przypuscmy,
wbrew tezie, zeIg(yo)1 = a > 1 dla pewnegoYo. Niech M = sup If/; istnieje Xo takie, ze
If(xo)I > Mla. Oznaczmy u =f(~o+Yo), v = f(xo-Yo). Wtedy ju+vl = 2If(xo)g(yo)J > 2a 'Mla=
= 2M, skad lul > M lub lvi > M, co jest niemozliwe, boM = sup Ifl. Prawda, ze proste?
Standard, rutyna. Nie do wiary, ale rozwiazanie to podal tylko 1 (slownie jeden) uczestnik,
Pawel Traczyk z Polski. Inne bezbledne rozwiazania opieraly sie na podobnym pomySle, jednak
mniej zgrabnie opracowanym, z indukcyjna konstrukcja ciagu punktów.

Praca jury dobiega konca. Ostatnie posiedzenie: ustalenie barier punktowych, przyznanie
nagród I, II, III stopnia oraz wyróznien. Komunikat koncowy i ustalenie miejsca nastepnej MOM.
Do zobaczenia za rok!


