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Grzegorz SWIATEK

Czy zdarzylo sie Wam kiedys myslec nad rozwiazaniem jednego. tylko zadania przez, powiedzmy,
pól roku? Mysle, ze wielu z Was juz sie kiedys z takim problemem spotkalo. Dla autora niniejszego
artykulu takim "nierozwiazalnym" zadaniem byl przyklad, zamieszczony dalej do samodzielnego
rozwiazania z numerem 2. Sadze jednak, ze zadanie ponizsze Jest jeszcze ciekawsze. Oto ono :

Na nieskonczonej szachownicy jest wydzielony prostokat, którego jeden bok ma dlugosc
podzielna przez 3. Prostokat ten wypelniony jest pionkami. Ruchem dozwolonym jest bicie
podobne jak w warcabach, tyle ze bic mozna tylko w czterech kierunkach "na wprost", a nie po
przekatnej. Pionek moze zatem przeskoczyc swego bezposredniego sasiada z dolu, góry, prawa
lub lewa, o ile tylko nastepne pole w tym kierunku jest wolne. Pionka przeskoczonego
zdejmujemy wówczas z szachownicy. Dowiesc, ze nie mozna poprowadzic gry w ten sposób,
aby pozostal tylko jeden pionek.

Proponuje" chwjle zastanowic sie nad tym zadaniem, aby dostrzec, ze jest ono naprawde warte
pólrocznego rozmyslania.

Byl to przyklad gry w samotnika, która nie moze..zakonczyc sie sukcesem. Dla odmiany
prezentuje gre, w której musimy wygrac.

Na stole lezy 13 kart czerwonych i tylez samo czarnych. W kazdym kroku losujemy dwie karty,
po czym zamiast kart wylosowanych zwracamy na stól inne, wedlug nastepujacych regul:

zamiast dwóch czarnych kladziemy czarna i dwie czerwone,

zamiast czarnej i czerwonej - jedna czerwona,

w przypadku dwóch czerwonych nie zwraca sie nic.

Gra toczy sie do momentu, gdy na stole pozostana mniej niz dwie karty lub gdy liczba kroków
przekroczy 40. Wygrywamy, o ile w chwili zakonczenia gry na stole lezy jedna czerwona karta.

Dowiesc, ze nasza wygrana jest pewna.

To zadanie naprawde nie jest trudne i warto je samodzielnie rozwiazac.

A oto rozwiazanie przykladowe:

Oznaczmy przezC, i r,liczbe kart odpowiednio czarnych i czerwonych lezacych na stole po
i-tym kroku. Mamy ro = Co = 13. W mysl regul gry zachodza nastepujace zwiazki:

l° r'+l = r,(mod 2),r 2cl+1 +rl+l < 2ct+r"

Poczatkowo mamy2co+ro = 39. Z warunku 2° wynika zatem, ze2C38 +r38 ~ l. Tak wiec po 38
ruchach gra musi sie-zakonczyc. Z warunku l° wynika z kolei, ze na stole bedzie nieparzysta
liczba kart czerwonych, zatem ... koniec dowodu.

Ciekaw jestem, czy wybraliscie podobna metode rozwiazania? Zadanie jest co prawda latwe, ale
prostota rozwiazania, które przedstawilem, jest chy~a zaskakujaca. ZwrÓCmy uwage na istotne
elementy tej metody. Pojawily sie dwie wielkosci arytmetyczne, z których jedna pozostawala
stala przez caly czas gry, druga natomiast zmieniala sie w sposób monotoniczny - scisle
malejacy. Ta pierwsza to wlasnie ów niezmiennik, o którym mowa w tytule artykulu. Druga
mozemy nazwac pólniezmiennikiem, gdyz zmienia sie tylko, w jedna-strone. W fizyce takim
niezmiennikiem jest energia, a pólniezmiennikiem entropia, zwana tez sugestywnie "strzala czasu".
Czytelnicy, którzy interesuja sie fizyka, zauwazyli zapewne, ze równiez wiele zadan z tej
dziedziny daje sie zadziwiajaco prosto rozwiazac, gdy sie skorzysta z prawa zachowania energii
lub z innych praw zachowania.
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Srodkiem ciezkosci ukladu punktów

matcria1nych o masach l znajdujacych sie

w punktach :x ••... , x. nazywamy taki punkt
'II

O, ze :l: DX, = o:Wówczas momentem
i=l '

bezwladnOsci tego ukladu punktów

wzgledem srodka ciezkosci jest suma

kwadratów odleglosci tych punktów od

punktu 00

Inwersja wzgledem sfery o srodkuO i

promieniu, nazywamy przeksztalcenie,
które punktowi X, róznemu od O,
przyporzadkowuje punkt.fl:x) nalezacy do
pólprostej OXi taki, ze IO.fl:X)1 'IOXI = ,2.
Analogicznie definiujemy inwersje wzgledem

okregu na p/aszczyznieo Przeksztalcenia te

maja wiele interesujacych niezmienników -

na przyklad rozwartosc katów miedzy

krzywymi.

Oto kolejny przyklad:

Oznaczmy przezP wnetrze kata prostego, a przez!F rodzine wszystkich funkcjif: P-N
przyjmujacych wartosci rózne odO tylko w skoncienie wielu punktach. Krokiem nazwijmy
przejscie od funkcjifej> do innej funkcjihej> w sposób nastepujacy. Wybieramyn ~ 3 i
punkty Ao, Ah'''' A. e P tak, byf(Ao) ~ n oraz punkty A ••... , A. byly wierzcholkami n-kata
foremnego o srodkuAo, przy czym AoA l ~ 1. Nowa funkcje h tworzymy nastepujaco

h(Ao) =f(Ao)-n,
h(A,) = f(A,) +1 dla i = 1, o.. ,n,
h(X) =f(X) dla X e P". {Ao, Al "00' A.}.

Nalezy udowodnic, ze zaczynajac od dowolnej funkcjif e!F mozemy w powyzszy sposób
wykonac tylko skonczona liczbe kroków.

Wskazówka: Narzucajacym sie niezmiennikiem jest suma wartosci,funkcjifw punktach, w których
f jest rózna od zera. Jednak ten oczywisty niezmiennik nie przyblizy nas do rozwiazania.
Nalezy dobrac wielkosci geometryczne. Przypuscmy, ze wartosc funkcji w punkciey oznacza
liczbe punktów materialnych o masie 1 umieszczonych wy. Wówczas przy przejsciu do funkcji

z niej powstajacej niezmiennikiem jest srodek ciezkosci, a moment bezwladnosci wzgledem
srodka ciezkosci jest p6lniezmiennikiem zwiekszajacym sie co najmniej o 1. Dokonczenie
rozwiazania pozostawiam Czytelnikom.

O ile niezmiennik w pierwszym przykladzie mial charakter arytmetyczny i rozwiazywal problem
kombinatoryczny, o tyle w drugim przykladzie zarówno niezmiennik, jak i p6lniezmiennik mialy
charakter geometryczny i sluzyly do rozwiazania problemu geometryczno-kombinatorycznego.

Z kolei przyklad typowo juz geometryczny:

W przestrzeni dana jest sferaS i punkt P wewnatrz niej. J~li X E S,to f(X) okreslamy jako
taki punkt na sferzeS,ze P ef(x)x. Dowiesc, ief przeksztalca dQwolny okrag zawarty wSna
okrag·

Wskazówka: Niezmiennikiem jestIPXI . IPf(X)1 (potega punktu wzglede~ ~fery)oLatwo
sprawdzic, ze wielkosc ta nie zalezy od polozenia punktuX na sferze. Oznaczmy przezI
symetrie o srodku w punkcieP. Wtedy I of jest obcieciem pewnej inwersji do sferyS.Jak
wiadomo, inwersja przeksztalca sfery i plaszczyzny na sfery lub plaszczyzny. Chcialbym zwrócic
tu uwage Czytelników na to, ze wlasnosc polegajaca na przeksztalcaniu pewnych figur na
figury podobne moze pelnic w rozumowaniu role analogiczna, jak posiadanie niezmiennika.

Do~onczenie rozwiazania jest juz bardzo proste, pozostawiam je Czytelnikom.

Czy pamietacie zadanie o grze w samotnika? Spróbujcie moze rozwiazac je teraz, poszukujac
odpowiedniego niezmiennika.

A oto rozwiazanie. W pola szachownicy wpiszmy literyA, B, i C tak, jak to pokazano na
rysunku. Zauwazmy, ze po dowolnym ruchu zgodnym z regulami gry liczba pionków stojacych
na polach oznaczonych jedna z liter zwiekszy Sie o jeden, a liczby pionków stojacych na polach
oznaczonych kazda z pozOstalych liter zmniejsza sie o jeden. Jesli wiec liczby te byly jednakowej
parzystosci (tzn. wszystkie trzy parzyste lub wszystkie trzy nieparzyste), to po ruchu nadal beda
miec te wlasnoSC. To jest wlasnie nasz niezmiennik. Poczatkowo liczby te byly równe, gdyz
jeden z boków prostokata wypelnionego pionkami byl podzielny przez 3, mialy wiec jednakowa
parzystosc. Niemozliwe jest wiec osiagniecie trójki liczb 1,O, Omajacych rózne parzystosci.

Tyle wykladu. Serd~nie zachecam do spra~dzenia zalet metody niezmienników juz w
samodzii:Inej pracy nad podanymi przykladami.

l) Szachownica to kwadrat~wa plansza zlozona zn x n pól. Obiegiem zamknietym szachownicy
nazwiemy ciag ruchów pewnej figury taki, ze w ostatnim ruchu figura powraca na pole
wyjsciowe, po drodze odwiedziwszy kazde inne pole dokladnie raz. Dowiesc, ze jesli istnieje
zamkniety obieg pewnej szachownicy skoczkiem, istnieje tez obieg zamkniety tej szachownicy

.Ieniwa wieza (leniwa wieza porusza sie tak, jak zwyczajna wieza szachowa, to znaczy po liniach
poziomych i kolumnach pionowych, ale zawsze tylko o jedno pole).

2) Na okregu znajduje sie3n' miejsc, na których stoja jedynki lub zera. W kazdym kroku
zmieniamy pewna jedynke na zero i zmieniamy cyfry na dwóch miejscach sasiednich. Dowiesc,
ze nie uda sie w ten sposób przejsc od konfiguracji z jedna jedynka do ustawienia z samymi
zerami.

3) W przestrzeni dany jest taki skonczony zbiórX, ze dla kazdej pary 'punktówx, y e X istnieje
izometria zbioru X przeksztalcajaca x na y. Dowiesc, ze zbiórX jest zawarty w pewnej sferze.
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