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< + 00 (tzn. szeregL a. jest bezwzglednie
n=1

Metoda "wedrujacego garbu"

Dr Zbigniew SAWON

W Analizie Matematycznej, w szczególnosci w dowodach nie
wprost, czesto stosuje sie pewna metode, która zargonowo nazywa
sie metoda wedrujacego garbu. Jest ona matematycznie finezyjna
i nawet jezeli jest stosowana w podrecznikach Analizy
Matematycznej, .to autorzy nie zaznaczaja tego. Dlatego wydaje
sie celowe zapoznanie z nia Czytelnika przez podanie przykladu
jej zastosowania. Autor siegnal do przykladu z dziedziny bliskiej
jego zainteresowaniom, a mianowicie do Teorii Limesowalnosci.
Autor pozostawia domyslnosci Czytelnika to, dlaczego ta metoda
nosi taka, a nie inna nazwe.

Zaczniemy od rozwiazania pewnego problemu z teorii szeregów
bezwzglednie zbieznych.

Pytanie:-JiiK:fewarunki musi spelniac ciag(a.);:'=" aby dla
kazdego ciagu(t.);:",.1 E Co (tj. ciagu zbieznego do zera) szereg

00

L a.t. byl zbiezny?
n=1

00

Oczywiscie kazdy ciag(a.);:",., taki, ze L: la.1 < + 00 jest
n=1

W ten sposób otrzymalismy

Twierdzenie O. Dla ciagu liczbowego (a.);:",.1 nastepujace
warunki sa równowazne

00

(a) dla kazdego ciagu(t.);:",.1 E Co szereg L t.a. jest zbiezny,
11=1

00

(b) L la.1
n=1

zbiezny).

Definicja. Mówimy, ze macierz liczbowaA = (at, .)t .•=" 2, •••

jest macierza Toeplitza, jezeli dla kazdego ciagux = (t.);:'." E Co
00

(I) szereg L at .•t.jest zbiezny, gdyk = 1,2, ...
n=1

00

(2) lim At(x) = O, gdzie At(x) = L at, .t •.
k-+oo n=1

Czy1dniku. s_dz, ~ z nastepu.Mc>dt macierzy sa macierzami Toeplitza.

{~ dla" == l.2. •..•k j3). "" •• = (1- et)' e:. gdzie(et)~ Il) aI;,. = "jjest ciagiem o wyrazach z przedzialu(O.O dla II > k j jest zbiezny do zera.

1(-1)"+1 dla = 12, kj {O dian =1.2, .• k

l"i. " •...• 4) """. = ai' l .e. dla n ,. k
2) Illc". = . 00 •••

1 dla" = k+ 1 19dzic(",,)ii = l JeStCIagIem° wyrazachO dla" > ,,+ 1 dodamich j takim, ze
li::> 00

I: ""< + 00. a Ott oznacza ~ et.
.=1 n=~

At(xo) = k dla k = 1,2, ...

Na mocy twierdzeniaO warunek (I) powyzszej definicji jest
równowazny warunkowi

00

W tym przykladzie mamy La~?~= P dla dowolnegok.
n=1

Oznaczmy przeze. E Co ciag, którego n-ty wyraz jest równy l,
a pozostale sa zerami. WówczasAt(e.) = at,., wiec z punktu (2)
definicji wynika nastepujacy warunek

kopn

k=n

lim at,. = O dian = 1,2, ...
k-+oo

00

L lat .• 1 < + 00 dla k = 1,2, ...
n=1

(ii)

Warunki (i) oraz (ii) nie sa jednak dostateczne. Swiadczy o tym
nastepujacy przyklad

(O) _ JO gdy
at .• - l 2 dn g y

(i)

Warunki (i) oraz (ii) sa oczywiscie spelnione, ale przyjmujac
1

tJO) = -- dla n = 1,2, ... stwierdzamy z latwoscia, ze
n

k,+,

L la.l:> 2'+1 dla i = O, 1, 2, ... (przyjmujac ko = O).
n=k,+1

Okreslimy teraz pewien ciagXo = (tJO»;:",.,.
Dla kazdego nE N istnieje dokladnie jedna liczbai(n) taka, ze
k,(.) < n ~ k,(.)+,. Zdefiniujemy

k, 00

+00. Istnieje takiek" ze L la.1 > 2', ale 2: la.1
n=1 n=k,+1

k,

+00, wiec istnieje takiek2, ze L la.1 > 22 i znowu
n=k,+1

00 k,

L la.1 = + 00, istnieje wiec k3 takie, ze L: la.1 > 23
n=k,+1 n=k,+1
itd. Mozna wiec okreslic rosnacy ciag liczb naturalnychk, <
< k2 < ... < k, < ... taki, ze

00

Przypuscmy wiec, ze ciag(a.);:",. l jest "dobry" i ze L la.1 =
n=1

tJO) = 1
i(n) + 1 sgn ano

"dobry".

{I dlaa>O
sgn a oznacza. znaka, tzn. sgn a = O dla a = O

-1 dla a < O

00

Przypuscmy teraz, ze ciag(L lat .• I)~ l jest nieograniczony.
n=1

Jest rzecza oczywista, zet~O) -+ O, tzn. Xo E Co. Ale

k'+1 1 kl+' l
I ~ tJO)a.1 = -.- ~ lani;;' -.-. 2'+' dla i= O, 1,2, ...I ~ 1+1 ~ 1+1
n=k,+1 n=k'TI

00

Szereg L a.t~O) nie jest zbiezny (nie spelnia warunku
n=1

Cauchy'ego).

00

Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnegoj ciag ( L lat.n!)~:1
n=j+1

j

jest nieograniczony, gdyz lim L lat .• 1 =0 dla kazdegoj.
k-+oo n=1

Teraz przystepujemy do wlasciwej pracy.
, 00

Istnieje liczba naturalnak, taka, ze L lak"nl > 22• Istnieje
n=1

równiez j, takie, ze

Zaczniemy teraz po kawalku okreslac pewien ciag
Xo = (tJO»;:",.1 E Co.

1
Zdefiniujmy t~O) = - sgnat"., dla 1 ~ n ~il.l

00

Szereg ~ cJ spelnia warunek Cauchy'ego, gdy dla dowolnego ~ > Omozna
j=1

znaleZCtaka liczbe naturalnaN. ze dla dowolnych liczb naturalnychII. k. przy
n+k

czym n > N, zachodzi l ~ ej: < €.
j=n

Szereg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek Cauchy'ego.

i,
L lat, •• 1 > 2

n=1

00

L lak".1 < 1.
n""h+1

12



Wtedy oczywiscie spelniona jest nierównosc

j, 1

I~ tIO)I>- .21IL.. at,.•• "" T .
n=1

j,
Ale Iim L at .• tJO) = o; istnieje wieck~ takie, ze gdy

k-...oo.=1
li 00

k > k;, to IL ak •• tJO) I < 1. Poniewaz ciag ( L lak •• 1):': 1
.=1 n=j,+1

jest nieograniczony, wiec istniejek2 wieksze odk~ i ki takie, ze
00 "-

L lak ••• 1 > 23 + 2 . 2. Istnieje terazh > h takie, ze
'=h+l

00 00

L lak ••• 1 > 22+2 i L lak,.• 1 < 1.
'=h+l n=h+2

Definiujemy dalej ciagXo :

° 1,
tJ ) = - sgnak, •• dla h < n .;; h·2

Otrzymujemy teraz

i1 j, 1.
1'\ ....• t'O)I- I ~ tlO) + ~ tlO)1 -L.J at,_" n. - L..J ak2.1I n L ak2.n n -
.=1 n=1 n=j,+1

\j, 1 h I 1= L ak ••• tJO)+- L lak, .• 1 ~ _(22+2)~
,.=1 2 n=j,+1 2
h 1 1

-II: ak ••• tJO)1 ~ -22+1-1 = -' 22•
n=1 2 2

Wykonamy dla wygody czytajacego jeszcze jeden krok dla
okreslenia rosnacych ciagów liczb naturalnych(k,){;. 1 i (j,)r;" 1
oraz ciaguXo = (tJO»~ 1 majac nadzieje, ze pozwoli to uchwycic
pewne prawidlowosci potrzebne do indukcyjnego zdefiniowania
tych trzech ciagów. _ '

h
Wiemy, ze Iim L ak .• tJO) = O, istnieje wieck; takie, ze

k-...oon=1

h 00

gdy k> k;, to I L ak •• tJO)1 < 1. Ciag ( L at •• ):':l
n=1 ' n=J.+l

jest nieograniczony, mozna wiec znalezck3 wieksze odk; i k2
00

takie, ze L lak] •• 1 > 24 + 2· 3. Istniejeh > i2 spelniajace
. '=i1+1

1. 00

L lak] •• 1 > 23+3 i L lak] •• 1 < 1
.=i1+1 n=1.+l

Definiujemy

Postepujac jak poprzednio stwierdzamy z latwoscia, ze

1. 1
~ tlO) >- .23L.,;a"3.n n ~ 3 .
n=1

W ten sposób mozna indukcyjnie okreslic dwa ciagi liczb
naturalnychki < k2 < ... < ki < o •• ;il <h < ... <il <
oraz ciagXo = (tJO»~ 1E Co tak, aby

Mamy wiec

00 h 00

IAk,(x)1 = IL ak/ •• tJO)1 = I L akl •• tJO)+ L ak, •• tJO)1 ~
• =1 n=1 n=h+l

1r 00 21

~ILak,.•tJO)I- L lakl .• I·ltJO)I~--l dla/=1,2, ...
.=1 '=1,+1 /

Zatem Iim Ak,(xo) = + 00, wbrew zalozeniu, zeA jest·
1-"'00 .

macierza Toeplitza.

W ten sposób otrzymalismy trzeci warunek konieczny
00

(iii) ciag (L lak •• 1):': 1 jest ograniczony.
n=1

Poniewaz warunek (iii) zawiera warunek (ii), to rekapitulujac
mozna powiedziec, ze jezeliA = (ak .• )k •• ='.2 .... jest macierza
Toeplitza, to
(*) Iim ak •• = O dla k = 1,2, ... ,

k---+-'oo

00

(**) istnieje M > O takie, ze 2: lak .• 1 .;; M dla k = 1,2, ...
.=1

Wykazemy teraz, ze waruI).ki te sa równiez dostateczne.

Rozwazmy x = (t.)::":: 1 E Co i e > O. Istnieje wówczasno E N
e

takie, zeIt.1 < -- dla n > no. Wtedy tez dla dowolnychk
2M

mamy
00 no 00

IAk(x)1 =! L ak .• t·1 = I L ak .• t• + L ak •• t·l.;;
n=1 n=1 n=no+1

no 00 no E

.;; IL ak;.t·1 + L lat.• I· [t.i .;; I L ak •• t·1 + 2M-' M =n=1 n=no+1 n=1

no ,e

= IL at .• t·I+-·
n=1 2

no

Zarazem - poniewaz limL ak •• t. = O, to is~niejeko
k-...oo n=l .

"o e
takie, ze dlak > ko mamy IL ak •• t.1 < -, czyli IAk(x)\ <

n=1 2
e e

< 2+2 = e.

Otrzymalismy w ten sposób nastepujace twierdzenie Toeplitza.
Macierz A = (ak •• )k •• =1. 2.... jest macierza Toeplitza wtedy
i tylko wtedy, gdy -
1) lim at .• = O dla n = 1,2, ... ,

k-...oo
00

2) ciag (L ak •• ):'= 1 jest ograniczony.
n=1 .

Teraz juz z latwoscia Czytelnik stwierdzi, ze wszystkie podane wczesniej
macierze poza jedna byly macierzami Toeplitza. A czy nastepujaca modyfikacja
przykladu (4)-1 .
ak•• = ak-' (-1)'+1 . P.
daje macierz Toeplitza? A moze to jest macierz Toeplitza. gdy nalozy sie jakies
dodatkowe warunki na. ciag (P.)~ l?

Definicje macierzy Toeplitza mozna uogólnic zadajac w punkcie
(2) zamiast tego, zeby limAk(x) = O warunku, by lim Ak(x)

k-+oo k-..oo

istniala dla dowolnych x E CO. Analiza funkcjonalna
dostarcza metod, które w bardzo latwy spo~ób pozwalaja uogólnic
twierdzenie Toeplitza. Okazuje sie mianowicie, ze warunek 1)
trzeba wtedy sformulowac w nastepujacy sposób

lim ak •• = (J. dla n = 1,2, ...
k-...oo

Mozna tez wykazac, ze w tym przypadku dla kazdego
x = (t.)~ 1 E Co jest

00

Iim Ak(X) = L {J.t •.
k--+oo n= I

Autorowi nie jest znany za.den dowód tego faktu wykorzystujacy
tylko metody Analizy Matematycznej i bylby bardzo wdzieczny
Czytelnikom, gdyby którys z nich zechcial oswiecic go nieco
w tym wzgledzie ..

Na zakonczenie autoJ chcialby jeszcze powiedziec, ze twierdzenie
Toeplitza jest fundamentalnym twierdzeniem macierzowej Teorii
Limesowalnosci, ale to bedzie, byc moze, tematem innego
artykulu. ·


