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Linijka, cyrkiel i przyblizone rozwiazania
wielkich problemów
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Najstarszymi przyrzadami, którymi poslugiwano sie w geometrii, byly linijka i cyrkiel (ten ostatni
pojawil sie pózniej, ale gdzie i kiedy - nie wiadomo). Pozwalaja one na:

l. kreslenie prostej przechodzacej przez dwa 'dane punkty,
2. kreslenie okregów o srodku w danym punkcie i promieniu równym odleglosci danych dwóch
punktów,
3. wyznaczanie punktów wspólnych linii otrzymanych wedlug powyzszych zasad.
Konstrukcyjne wyznaczenie jakiegos punktu (gdy dany jest pewien zbiór punktów) polega
na wykonaniu skonczonej liczby kroków opisanych,w 1,2,3. Dzisiaj konstrukcje takie nazywamy
platonskimi lub klasycznymi.

W roku 1637 Rene Descartes (Kartezjusz, 1596-1650) zapowiedzial nierozerwalny zwiazek
geometrii z algebra kladac podwaliny pod geometrie analityczna i algebraiczna. Stanowilo to
punkt wyjscia ogólnej teorii wielomianów i opartej na niej algebraicznej teorii konstrukcji
geometrycznych. Tej ostatniej pelny ksztalt nadali matematycy XIX wieku - P. Ruffini,
N. Abel, E. Galois, P. Wantzel, F. Lindemann. Wskazali oni ogólne twierdzenia podiljace
warunki koniecwe lub dostateczne na to, aby konstrukcje platonskie byly wykonalne oraz
dowiedli, ze nie wszystkie punkty mozna otrzymac konstrukcyjnie (patrz M. Brynski,
L. Wlodarski, Konstrukcje geometryczne,Biblioteczka Delty nr 1, WSiP, Warszawa 1979).

Danil Oranin, pisarz radziecki, w ksiazceNaprzeciw
burzy (PIW, 1964 r.) opisuje zycie naukowców 'konca
lat piecdziesiatych podczas ówczesnej odnowy .
Zamieszcza w niej (str. 280) nastepujaca wypowiedz
(z która sie, rzecz jasna, nie solidaryzuje):

- Wszyscy ci uczeni siedza na karku panstwai tylko
pija krew. Taki ci przychodzi, do pracy, kiedy ma ochote.
Warto by ich do kopalni ... Od dwóch lat sie grzebia,
a gdzie'produkcja? Zebym mial wladze, to bym ich
wszystkich., , Najpierw oczywiscie po linii partyjnej.

.Aby z takimi wypowiedziami mozna sie bylo spotkac
tylko w opowiesciach o czasie minionym,

Czytelnikom i sobie zyczy

Potrafimy uzyskac dokladne (teoretycznie)

konstrukcje
podwojenia szescianu za pomoca paraboli,

trysekcji kata za pomoca ~onchoidy
Nikodemesa lub slimaka Pascala.

rektyfikacji okregu i kwadratury. kola
za pomoca kwadratrysy Hippiasza.

Zagadnienie warunków konstruowalnosci cyrklem i linijka stanowi tylko czesc problematyki
zwiazanej z konstrukcjami geometrycznymi. Juz sami Grecy poszukujac rozwiazan
prezentowanych nizej problemów uciekali sie« to z wielkim powodzeniem) do uzycia krzywych
bardziej skomplikowanych niz okregi i proste lub uzywali innych przyrzadów. Ich konstrukcje
sa tak wzorowe, ze pózniejsze pokolenia niewiele mogly je udoskonalic. Próbowano tez konstrukcji
srodkami ubozszymi niz platonskie. Konstrukcjami poslugujacymi sie tylko cyrklem zajmowal sie
matematyk dunski Georg Mohr (1640-1697). Popularnosc zyskaly one dopiero w 1797 roku
dzieki pracy L. Mascheroniego (1750-1800). Idee Mohra i Mascheroniego pozwolily
sformulowac i udowodnic twierdzenie, ze kazda konstrukcja wykonalna za pomoca cyrkla
i linijki jest tez wykonalna samym cyrklem. Konstrukcje z uzyciem samej linijki okazaly sie
mniej efektywne. Jakub Steiner (1796-1863) wykazal w 1833 roku, ze kazda konstrukcje
klasyczna mozna wykonac za pomoca samej linijki, jezeli na plaszczyznie dany jest pewien okrag
oraz jego srodek (patrz H. Rademacher, O. Toeplitz,O liczbach ifigurach, PWN, Warszawa
1956, str. 221-235).

1



Po tych dygresjach wrócmy do konstrukcji platonskich. Oczywisty jest fakt, ze zaden rysunek
nie jest konstrukcja dokladna. Kreslac otrzymujemy przedmioty fizyczne, np. "punkty"

w ksztalcie kropek, "odcinki", "luki" majace gruboSC. Musimy pltem odrózniac rozwiazania
teoretyczne od ich praktycznej realizacji. W fazie analizy teoretycznej udzielamy odpowiedzi
na pytania:

Rys. I

A EO, b2 B

1. Czy istnieje konstrukcyjne rozwiazanie danego problemu, jezeli tak, to jak ono wyglada?

2. W przypadku odpowiedzi negatywnej, jakie jest konstrukcyjne przyblizone rozwiazanie tego
problemu? -'.

Wlasnie takie, teoretycznie przyblizone konstrukcje nazywamy "konstrukcjami przyblizonymi"
(nie nalezy tego terminu mylic z praktyczna realizacja konstrukcji).

Jak wiadomo z rozwazan XIX-wiecznych matematyków, szereg zagadnien starozytnosci nie jest
wykonalnych linijka i cyrklem. Mozna je rozwiazac dokladnie uzywajac krzywych
algebraicznych lub wykonac konstrukcje przybliz0l!e. Ponizej sformulujemy kilka takich
zagadnien oraz wskazemy ich przyblizone rozwiazania za pomoca konstrukcji platonskich.

A. Podwojenie szescianu - wyznaczyc krawedz szescianu, którego objetosc jest dwa razy
wieksza od objetosci danego szescianu.

- Konstrukcja Bunofalcego. Dana mamy scianeABCD szescianu o krawedzia (rys. 1). Dzielimyl
przekatna DB na szesc równych odcinków. Na bokuDA odkladamy odcinek DE = - DB .

. 6

Wówczas

Wykonujac obliczenia z dokladnoscia do pieciu cyfr po przecinku i porównujac wynik
z dokladna wartoscia liczby'Vi· a mamy:

0,001' a< 'Vi· a-EB < 0,002' a.

Dlugosc odcinka AE rózni si.e od dlugosci okreguO mniej niz 0,000002' OA.

Konstrukcja ta jest teoretycznie bardzo dokladna, ale malo dogodna w stosowaniu. Technicznie
prostsza jest

B. Trysekcja kata - podzial dowolnego kata na trzy równe czesci.

1. Konstrukcja Albrechta Dii.rera. Dany mamy kat ostry1: AOB, który bedzie katem
srodkowym okregu0(0, AO) (rys. 2). Dzielimy odcinekAB na trzy równe czesci:
AC, = Cl C2 = C2B. W punktach Cl, C2 prowadzimy prostopadle doAB, które przecinaja
luk A'"Bw punktach Dl, D2. Budujemy teraz sume odcinkówADl, Dl D2, D.,B i znajdujemy
trzecia czesc tej sumy. Odkladamy cieciweAE równa otrzymanemu odcinkowi. Wtedyl .
1: AOE ~ - 1: AOB i blad jest mnie~zy niz 18", a ponadto maleje on, gdy kat zbliza sie
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do zera. Konstrukcja ta ma piekna mysl przewodnia: punktyD l, D2 dziela luk AR na nierówne
czesci. Gdybysmy przyjeli którakolwiek cieciweADl' Dl D2, D2B za cieciwe odpowiadajaca
trzeciej czesci kata1: AOB, to popelnilibysmy duzy blad. Aby go zmniejszyc - poszukujemy
cieciwy AE, której dlugoSC jest srednia arytmetyczna dlugosci cieciwADl. Dl D2• D2B.

V 121 V146 AE AD
AD =OB= OA2+-'OA2 =--·OA - =--

25· 5 ' AC AO'

13 ./-AE = - r 146· OA ~ 6,2831839' OA.
25

wiec

Dla malych katów (mniejszych od2r 30')bardzo dokladna jest

2. Konstrukcja Finslera. Dany mamy kat 1:AOB, AO = BO (rys. 3). Odkladamy punkt C tak,
by byl on koncem srednicyAC okregu 0(0, AO). Na przedluzeniu OC odkladamy CP = OA

4
oraz odcinek OM = - OA. Okrag o,(M, MA) przecina pólprosta CB w punkcie D. Kat 1: DPA

5 .. '
mozemy uwazac za trzecia czesc kata 1:AOB (blad nie przekracza tu 0,074").

C. Rektyfikacja okregu - wyznaczenie odcinka o dlugosci równej dlugosci danego okregu.

1. Konstrukcja Spechta. Do okregu0(0, OA) kreslimy styczna w punkcieA (rys. 4). Na stycznej
11 13

odkladamy odcinki AB = - OA, AC = - OA. Na pólprostej AO odkladamy odcinekI 5 5
AD = OB. Z punktu D prowadzimy równolegla doOC. Wtedy

Rys. 4

p
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Rys. 2

Albrecht Diirer (1471-1528) - niemiecki
malarz, rzezbiarz, architekt.

Rys. 3

,
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Adam Adamandy Kochanski (1631-1700)-
Polak, nadworny matematyk króla Jana III
Sobieskiego, bibliotekarz w Wilanowie.
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2. Konstrukcja Adama A.Kochanskiego z 16S5 roku. Do okregu0(0', DA) kreslimy w punkcie A
styczna AM (rys. 5) oraz cieciweAD = AD'. Z punktu D kreslimy prosta przechodzaca przez
srodek cieciwyAD. Przecina ona styczna w punkcie C. Na tej stycznej odkladamy odcinek
CE = 3, DA. Wtedy

CA = ~3DA, AE = (3- _~3).DA i BE = V :0 - y12' DA ~ 3,1415333' DA.

Zatem odcinekBE rózni sie od polowy dlugosci okregu o 'mniej niz 0,00006'DA.

D. Rektyfikacja luku - zbudowanie odcinka, którego dlugosc równa sie dlugosd danego
luku AR okregu 0(0', DA) odpowiadajacego katowi srodkowemu ostremu 1:ADB.

s

Rys. 6

Ry~. 7

Rys, S

Podamy rozwiazanie przyblizone dla katów 1:ADB nie przekraczajacych 30°. Na prostejAD

(rys. 6) odkladamy odcinekDS = 2· DA i styczna do okregu w punkcieA. Nastepnie
prowadzimy prosta przechodzaca przez punktySi B, która na stycznej wyznacza punkt C.
WÓwczas jezeli O(jest miara lukowa kata1:ADB, to

IARI = 0(' DA, SD = 2' DA+DD = (2+cosO()' DA,

AC AS 3
BD = sinO(' DA, a -- = -- = ---

, DB DS 2+cosO(

3sinO( n . ~
Stad AC = o DA. Dla O(= - dlugosc luku AB rózni sie od dlugosci odcinkaAC

2+cosO( 6

o mniej niz 0,0005 .IABI.
, -

Dla katów ostrych wiekszych od 30° mozemy kazdy taki kat zapisacw postaci 30° +f3 lub

2· 30° + f3, gdzie'f3 < 30°, i wykonac rektyfikacje kazdego z tych luków oddzielnie. Wtedy blad
wzgledny takiej konstrukcji jest mniejszy niz 0,0015.

E. Kwadratura kola - wyznaczyc taki odcinek, aby pole kwadratu zbudowanego na tym odcinku
bylo {'ówne polu kola o danym promieniu.

1. Mozemy to wykonac wykorzystujac np. rektyfikacje Kochanskiego, co obrazuje rysunek 7.
Odcinek AB jest promieniem okregu, a odcinekAC polowa dlugosci okregu.

Zlotym podzialem odcinka nazywamy taki podzial odcinka
a dlugosci a na dwa odcinki o dlug.osciach x i a- x,
, - 'tS-l

ze a:x = x:(a-x), stad x = --2-·a. Odcinek o dlugosci

x nazywamy zlota czescia odcinka o dlugosci a. Konstrukcja

takiego podzialu znana byla juz Starozytnym. Oto konstrukcja
Herona z Aleksandrii (I wiek n.e.). Dany mamy odcinekOA.
Budujemy okrag 0(0, OA). Na odcinku OA jako na srednicy

kreslimy. okrag 01 (O', { OA) i z punktu O wyznaczamy
prostopadla OB = OA do odcinka OA. Odcinek O'B przecina
okrag 01 w punkcie M. Z twierdzenia Pitagorasa latwo mozna

d ... BM tS-l OA J ' l ..
spraw ZIC, ze = -2--' . est to zatem z ota czesc

odcinka OA.

2. Dany mamy okrag0(0', DA) oraz jego sredniceAB (rys. S). Na odcinku DB odkladamy
1

odcinek DF równy zlotej G:zesciodcinkaDA, a nastepnie odcinekFH = - DF. Wtedy AH jest4

bokiem kwadratu, któreg9 pole rózni sie od pola kola ograniczonego okregiem0(0', DA)

o mniej niz 0,001 .DA2• Oblic;:my

yS-1 yS-1 5 Y5+3
AH = DA+ -2-' DA+ --S-· OA = --S_o DA ~ 1,7725423~.DA.

Zatem róznica miedzyAH a yn· DA nie przekracza wartosci 0,0001 .DA.

Rys. 9

3. Dany mamy okrag0(0', DA) oraz punkty A, B bedace koncami srednicy (rys. 9). Tworzymy
3 3

odcinki DD = -. DA, DF = -. DA i punkt E jako srodek odcinkaDB. Nastepnie na
5 2

odcinkach DE i AF jako na srednicach budujemy pólokregi po przeciwnych stronach.
Prostopadla doAB poprowadzona w punkcieD przecina te pólokregi w punktachG i H.

Odcinek GH rózni sie od yn· DA o mniej niz 0,00002' DA (wystarczy zauwazyc,
ze DG2 = DD' DE, DH2 = DA, DF).

Mimo tego, ze kwadratury kola nie mozna wykonac srodkami klasycznymi, istnieja figury

ogranicz<?ne lukami okregów (tzw. ksiezyce Hipokratesa z V wieku p.n.e.), dla których jest to
mozliwe.
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